Foreldsningsanteckningar till diskret matematik
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Materialet pa dessa sidor skall uppfylla tva syften pa introduktionskursen i
diskret matematik, dir det anvinds.

For det forsta dr kursen i diskret matematik fé6r manga studenter det forsta
motet med matematisk formalism. Jag anser det for viktigt, att den basala ter-
minologiska apparaten etableras pa svenska, s att matematikens sprak inte blir
ytterligare frimmandegjort. Det &r d&rfor min ambition att erbjuda en introduc-
erande text pa svenska, mitt fjirde sprak — i sakens natur en uppgift, som kraver
samvetsgrann rapportering av sprakliga fel, vartill lisaren hirmed dr uppmuntrad.

For det andra tillater jag mig att avvika fran kursboken pa nagra punkter,
varfor dessa anteckningar innehaller kompletterande material: En rad problema-
tiserande exempel, som jag anser som virdefulla, och alternativa presentationer
av till exempel diskret sannolikhetsteori. Dessutom finns det en férdjupning av
grafteori till Ramseyteori och slumpgrafer.

Framstéllningen &r vald kort och koncis snarare dn beskrivande och foérvintas
kompletterad med foreldsningar eller en mer omfattande kursbok, som till exempel
‘Discrete mathematics with applications’ (McGraw—Hill, 1999), med vars notation
och dmnesortering jag forsokt vara kompatibel.

Thore Husfeldt
Lund, 2001-2002
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1. Tva icke-triviala bevistekniker

1.1. Motségelsebevis. Heltalen ar méngden Z = {...,—2,-1,0,1,2,...} (Z
star for »Zahl«). Ett tal a ar jémnt om det kan skrivas a = 2¢ for nagot ¢ € Z;
annars ar a udda.

LEMMA 1. Fér alla a € Z giller att om a? dr jaimnt, s dr a jémnt.

Bevis. Om a &r udda, sa kan vi skriva @ = 2¢ + 1 {6r nagot ¢ € Z. Da fas
a? = (2c+1)> =4c® +dc+1=2(2¢* + 2¢) + 1,
dvs a? #r udda.
De rationella talen &r mingden Q = {p/q | p,q € Z,q # 0} (Q f6r » Quotient«).
Roten \/y av y dr den positiva losningen till 22 = y.

PASTAENDE 1 (Aristoteles). /2 ¢ Q.

Bevis. Antag att /2 € Q for att nd en motségelse. Vi kan vilja a,b € Z sa att
V2 = a/b och braket ér forkortat. Genom att kvadrera bada sidor fas 2 = a?/b?,
som kan skrivas

(1) 20 = a?.

Vi ser att a? #r jimnt, och fran lemmat ovan fas att fiven @ ir jimnt, dvs a = 2¢
for nagot ¢ € Z. Vi kan omskriva (1) till

202 = (2¢)? = 4¢?,
varav b?> = 2c?. Lemmat ovan ger att #ven b ir jimnt. Men om bada a och b

ar jamna, sa kan a/b forkortas. Detta strider mod att a/b ar forkortat, vilket &r
absurt. Antagendet maste vara fel, dvs /2¢ Q. 1

1.2. Kaseri infér matematisk induktion. Lat P(n) beteckna pastaendet
n < n?

Exempel.

1. P(5) 4r pastandet 5 < 5%, som &r sant. Aven P(2), P(—1) och P(r) ir sanna.

2. P(0), P(1) och P(3) &r falska, sa P(n) giller inte for alla n € Q och inte ens for
alla n € Z.

3. Matematisk analys tillater foljande resonemang: Lat f(n) = n och g(n) = n?. Vi
har f(2) < g(2). Derivatorna dr f'(n) =1 och g’(n) = 2n. Det ir klart att 2n > 1
for n > 2, sa f vixer langsammare #n g for n > 1. Vi konkluderar att n < n? for
alla reella tal n > 2.

Vi kan visa, att egenskapen P(n) drvs av ett tals »hogre granne«, dvs att om
det géller for ett konkret tal n (till exempel 5422.7), s& géller det ocksa for n + 1
(till exempel 5423,7).

LEMMA 2. Omn >0 ochn<n?sin+1< (n+1)>2.

Bewvis. Vi har
n+l<n?+1<n?>+2n+1=(n+1)>~%

Forsta olikheten giiller enligt hypotesen n < n?. Andra olikheten giller eftersom
2n > 0, vilket foljer av hypotesen n > 0. 1



Vi kan nu anvéinda lemmat som en sorts bevismaskin. Vi har set att P(2) géller.
Enligt lemmat géller det da ocksa for P(3). Men om det géller fér n = 3 s, enligt
lemmat, giller det f6r n = 4. Et cetera ad infimum; vi har implicit visat P(n) for
alla heltal n > 2. Observera att P(n) giller for manga flera tal (—1,,...), vilket
kraver andra bevis.

1.3. Exempel pa matematisk induktion.

PASTAENDE 2. n < n? for varje heltal n > 2.

Bevis. Lat P(n) beteckna pastaendet n < n?.

Bas: P(2) #r sann eftersom 2 < 2% = 4.

Induktionssteg: Antag att P(n) ér sann, dvs n < n?. Vi skall visa att P(n+1)
ar sann, dvs (n + 1) < (n + 1)2. Detta kan visas som foljer:

n+l<n?+1<n?®+2n+1=(n+1)>3

dér den forsta olikheten anviander induktionshypotesen P(n), och den andra olik-
heten utnyttjar att n > 0. 1

1.4. Kommentarer till notation. Foljande alternativ till formuleringen av pa-
staendet ar ekvivalenta:

1. n < n? for alla heltal n > 2

2. n<n?(nezn>2)

3. Lat n vara ett heltal som uppfyller n > 2. D3 giller n < n2.
4. Om2<neZsan<n?

Det finns ocksa alternativ till bevisets formulering. Speciellt kan manipulation-
erna i induktionssteget dekoreras med deras férklaring:

n+l<n?+1 (med induktion)
<n?24+1+42n (eftersom 2n > 0 for n > 2)
=(n+1)>2%
Det sista dr en enkel omskrivning och behover ingen forklaring.

Uppgifter.

1. Visa ¥2 ¢ Q.

2. Visa per induktion n < n® fér varje heltal n > 2.

3. Pa en 6 lever k logiker, varav exakt b har bla 6gon (0 < b < k). Ons religion
foreskriver att (1) hela befolkningen triffas varje kvall till gemensam bon och (2)
om man far reda pa att man har bla 6gon, méaste man bega sjdlvmord nésta morgon
kl sju pa offerplatsen. Eftersom det inte finns speglar och alla pa 6n &dr snélla (det
ar tabu att tala om for ndgon att de har bla 6gon), vet ingen om att hon sjilv har
bla 6gon, och samhillet fungerar utan problem. Tills en brundgd kristen missionér
besOker 6n. I frustration Over sitt misslyckande att omvinda befolkningen siger
han till kvéllsbénen, sa alla kan hora det, »Det finns bladgda pa 6n, dvs b # 0.«
Vad hénder och nér?

*LU datavetenskap, dat 401 DM, VT 2002. Thore Husfeldt. 19 september 2002.
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2. Informell logik

2.1. Logiska utsagor. En utsaga ar ett pastdende som har ett sanningsvirde,
dvs dr antingen sant eller falskt. Vi skriver s och f for dessa véirden.
Om p &r en utsaga definieras (—p), kallad negationen av p, enligt foljande:

p| P
s| f
f| s

Om p och ¢ dr utsagor definieras deras disjunktion (p V q), konjunktion (p A q),
exklusive disjunktion (p @ q), implikation (p — q) och ekvivalens (p < q) enligt
foljande:

P a|pVa pAg pBq p—q peg
f f f f f S S
s f S f S f f
f s S f S S f
s s s s f s s

For att reducera antalet parenteser antar vi konventionen att negation anvénds
forst: —p V ¢ dr det samma som ((—p) V q).

2.2. Logisk ekvivalens och sanningstabeller. En utsaga som alltid &r sann kallas
tautologi, och en som alltid ar falsk kallas en motsdgelse. Utsagorna p och ¢ kallas
logiskt ekvivalenta om p < ¢ ar tautologisk. Detta skrivs p < ¢.

Exempel.

1. (pV —p) ar en tautologi. For att inse detta kollar vi alla viirden for p genom att
betrakta sanningstabellen f6r (p V —p):
p|—p (pV-p)
s| f s
f| s s
Vi har visat (p V —p) & s.
2. (p A —p) ar en motsagelse:

p|-p (PA-P)
s| f f
f| s f
3. (p — q) och (—pV q) ar logiskt ekvivalenta:
P g|-p pVg

- w oW
n = n
w o

s
f
s
f f| s ]
Vi ser att kolumnen till hoger &r den samma som definitionen av (p — ¢). Vi har
visat (p — ¢q) & (-pVq) -
2.3. Logisk algebra.

PASTAENDE 3. Ldt p och q vara utsagor. Dd gdller
1. Absorbering:

pASE P, pVEep.



2. Dominans:
pVs&s, pANf T
3. Idempotens:
pVp<=Dp, PAPp =P
4. Dubbel negation:
~(=p) = p
5. Kommutativa lagar:
PVqg<=qVp, PAG= qAD.
6. Associativa lagar:
(PVaVrepvigvr), A ATESPA(GAT).
7. Distributiva lagar:
pVigAr) < (Vg AlpVr), pA(gVr)e (pAgV(pAT).
8. De Morgans lagar:
~(pAg) & pVg, (Ve e pAg
9. Logisk ekvivalens av kontraposition:
p—q<=q—p
10. Ytterligare ekvivalenser:
peogqe@—9Alg—p), p—qge(pVa).
Bevis. Sanningstabeller. 1
Associativitetslagen tillater att vi skriver p V ¢ vV r for bada (p V ¢) V r och
pV(gVr).

Exempel.
1. Vi kan visa

—(pV(pAQ) = -pA—g.
genom att anvinda de algebraiska lagarna fran péstiende 3. [R: example 1.2.5]
2. Vi kan visa samma resultat med sanningstabeller.

Om py,pe,...,p, ar utsagor skrivs

n

p1LVp2 V-V, eller \/ p;,
i=1

for utsagan som dr sann om och endast om minst en p; dr sann. Motsvarande skrivs

n

PLAP2 A A, eller /\ p;,
i=1

fér utsagan som ar sann om och endast om alla p; dr sanna.

PASTAENDE 4. Lit p1, ... ,p, vara utsagor och n > 2. Dé gdller De Morgans
lagar,

n n n n
_‘\/pi@/\_‘piv ﬁ/\Pi@\/ﬁpi.
i=1 i=1 i=1 i=1
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Bevis. Vi visar férsta pastaende med induktion efter n. Andra pastaendet visas
pa samma satt.

Bas: For n = 2 ar pastdendet —(p1 V p2) & (—p1 A —p2). Detta har visats i
pastaende 3.

Induktionssteg: Antag n > 2 och att pastaendet giller for n—1. Lat ¢ beteckna
utsagan p; V...V pp—1. Vi har

n
=\ pi & =(qVpn) & ~qA-py,
=1

fran pastaende 3. Per induktion har vi

n—1
q <= /\ “Dis
=1
dvs att
n—1 n
TGN Tpn S (/\ _‘pi) N =pn <= /\ i
i=1 =1
|
Uppgifter.

1. Visa hela pastaende 3 med sanningstabeller.
2. Komplettera beviset for pastaende 4.

2.4. Kvantorer. Ett pastaende dér det ingar (fria) variabler kallas ett predikat
och har generellt inget sanningsvérde.

Exempel. Predikatet (z +y = z) V (¢ > 5) har tre fria variabler, z, y och z. Vi kan
beteckna det med P(z,y, z). Pastaendet P(1,2,3) anger (1+2 = 3)V (3 > 5) och ir sant.
Pastaendet P(1,1,0) ar falskt. Péastéendet P(z,y,6) dr sant, dven om det innehéller fria
variabler.

Om P(z) ar ett predikat och U ar en mangd anger universalkvantifieringen
Ve e U: P(x)
utsagan att P(x) dr sann for alla element x i U, och existenskvantifieringen
Jx eU: P(x)

utsagan att P(x) dr sann for nagot element x i U. Om méngden U (universet) r
kind fran kontexten skrivs ibland Yz P(z) och 3z P(z).

Exempel.

1. Den kommutativa lagen fér de reella talen &r
Vie RVyeR:z4+y=y+z.

2. Om U &r mingden av méanniskor och B(z,y) pastdendet att y dr x:s bista vin, si
sager

Ve e U3y e UVz e U: B(z,y) A ((z #y) — ~B(x,2))

att alla manniskor har exakt en basta van.



3. Grénsvirdet limy—q f(z) = L kan definieras som
Ve>038>0Ve e R: 0< |z —a| <d —|f(z) — L| <e

Observera den kreativa notation Ve > 0. Alternativet vore att definiera méngden
av positiva heltal R4+ och skriva Ve € Ry.
4. Lat Q(z,y) beteckna utsagan x + y = 0 om reella tal = och y. Pastaendet

IV Q(z,y)
ar falskt medan pastaendet
Vady Q(z,y)

ar sant.
Vi formulerar ytterligare tva pastaende om predikatlogiken utan bevis.

PASTAENDE 5. Ldt [n] beteckna mdngden {1,2,... ,n} och P ett predikat. Dd
gdller

1. Vi, P(z;) & Ji € [n]: P(x;).

2. N\, P(z;) & Vi€ [n]: P(z;).

PASTAENDE 6. Ldt P vara en utsaga. Da galler

1. =Vz P(z) < 3z —-P(z).

2. =Jz P(z) & Vz—-P(x).

*LU datavetenskap, dat 401 DM, VT 2002. Thore Husfeldt. 19 september 2002.
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3. Mingder

3.1. Sekvenser. En sekvens &r en lista av element i en specifik ordning. Vi
skriver en sekvens genom att lista dess medlemmar i denna ordning inom ():

(1,22, .. ,2y),

for en sekvens av langd n. Tva sekvenser ar lika, (z1,...,2n) = (Y1,...,¥Ym) OM
n = m och Vi(z; = y;). En sekvens av lingd 2 kallas en tuppel och en sekvens av
langd n en n-tuppel.
Exempel.

1. Sekvensen av de forsta 6 primtalen ar (2,3,5,7,11,13).

2. Observera att

() (1,2)# (2,1,  (1,2) #(1,2,2).

3.2. Mingder. En mdngd ar en oordnad samling av element. Om elementet a
tillhor méngden M skrivs a € M, i motsatt fall @ ¢ M. Vi skriver en méngd genom
att lista dess medlemmar minst en gidng och i godtycklig ordning inom { }:

{xl,xg,... ,l‘n}.

Exempel.

1. Observera att notationen inte dr entydigt: méngden av de férsta 5 primtalen kan
skrivas {2,3,5,7,11} men ockséd {5,11,7,2,3} och dven {2,2,2,2,2,5,11,7,3,3}.

2. Varje typ eller klass i ett programsprak definierar en mingd bestande av dess
medlemmar (eller objekt). Till exempel kan vi betrakta boolean som mingden
{s, f} och int={—2147483648, ... ,2147483647}.

For att ange stora eller odndliga mingder anvénds ofta tre prickar {e1,eq,...}
for att uppfordra ldsaren till att anvinda sin fantasi till att utvidga listan, fast pa
ett konservativt sitt.

Ett annat viktigt sitt att ange mangder &r mingdkonstruktéren

(3) A={z|P(z)},
dar P ar ett predikat, eller, om vi vill specificera en delméngd av en annan mangd,

B={zcA|P@)}

Exempel.

1. Méngden av tvapotenser kan anges som {1,2,4,8,16,32,...} eller som {i | i =
27,7 € N } eller med en ytterligare flexibilisering av notationen som {2’ | j € N }.
2. Om A &r méngden av mén anger

{z € A|x &r son till Adam }
méngden { Kain, Abel } och
{xz € A |z ar Abels fader }

ir mingden {Adam}. En lada som innehller en hatt 4r inte det samma som en
hatt, och av samma andledning &r {Adam} inte det samma som Adam.
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3. Vilkinda talméngder &r:

N ={0,1,2,...}, naturliga tal,

Z={. ,-2,-1,0,1,2...}, heltal,

R, reella tal,
Q=1{a/b|a,beZochb+#0},rationella tal
C={a+bi|a,be R} komplexa tal

4. Samma mingd kan anges pd manga sitt. Observera

{3,5} ={x € N | z &r ett udda primtal mindre &n 6 } =
{zeR|2z°—8x+15=0}
Detta kanske kinns fel for en datalog (eftersom talen har olika »typer«) men
matematiken gor inte denna skillnad.
5. Det finns en del friheter map vad man far skriva i méngdkonstruktéren, och tyvérr
en massa godtyckligheter. Speciellt &r {z € A | P(z)} det samma som {z |
P(z) och x € A}. Vi foredrar ofta den forsta varianten, eftersom den preciserar

universet.
6. Betrakta méngden av alla méngder, som inte har sig sjilv som element:

R={z|z¢z}

For alla mangder y giller nu y € R om och endast om y ¢ y, speciellt giller (med
y = R), att

R € R om och endast om R ¢ R,

vilket dr absurt. Detta exempel, Russels paradox, dyker upp i manga variationer
(till exempel barberaren som rakar alla p4 6n som inte rakar sig sjilva). Hir ar
det menat som varning att mangdteorien kréver en ganska forsiktig formalisering
for att undvika inbyggda inkonsistenser. Liasaren far lita pa, att en kraftfull och
konsistent definition av vad (3) skall betyda, dr mojlig.

Miéngden utan element kallas den tomma mdngden och betecknas @), vi har
Vo(x ¢ 0). Vi sdger att A dr en delmdingd av B och skriver A C B om varje
element i A dr ett element i B, dvs

Ve(x € A— x € B).
Observera notationsskillnaden: z € A om och endast om {z} C A.
PASTAENDE 7. For en godtycklig mingd B giller ) C B.

Bevis. Givet elementet z. Vi vill visa implikationen x € ) — z € B. Men z € ()
ar aldrig sant pga definitionen av (), s4 implikationen ar sann. |

Tva méangder &r lika, A= B, om A C B och B C A, som till exempel

{1,2} = {2,1}, {1,2} ={1,2,2},

som bor jimforas med (2).
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3.3. Mingdalgebra. Den kartesiska produkten av A och B ar
AxB={(a,b)|ac ANbe B},

unionen eller foreningsmdangden av A och B &r
AUB={alac AVac B},

snittet eller skdrningsmdangden av A och B ar
ANnB={alac ANa€ B},

och differensen mellan A och B &r
A-B={alacANa ¢ B}.

Miéngderna A och B ér disjunkta om AN B = (. Om grundmingden U, som alla
x tas fran (universet) &r entydigt, skrivs U — A dven A.

PASTAENDE 8. Ldit A, B,C C U wara mangder. Dd galler
1. Absorbering:
ANU = A, AUD = A.
2. Dominans:
AUU =1, AND=0.
3. Idempotens:
AUA = A, ANA=A.
4. Dubbelt komplement:

@) = 4.

5. Kommutativa lagar:

AUB=BUA, ANB=BnNA.
6. Associativa lagar:

(AUB)UC =AU (BUC), (AnB)NC=An(BNC).

7. Distributiva lagar:
AN(BUC)=(ANB)U(ANCQC), AU(BNC)=(AUB)N(AUCQC).
8. De Morgans lagar:

AUB=ANB, ANB=AUB.

Bevis. Vi visar den ena av De Morgans lagar och ldmnar resten till l&saren.

For att visa AN B = AU B visar vi inklusion &t bada hallen. Antag forst att
r € ANB,dvs x ¢ AN B. Detta ger att z ¢ Aeller x ¢ B, dvs x € A eller x € B,
varav € AU B. Vi har visat att ANB C AUB.

Antag nu att z € AU B. Detta ger att © € A eller # € B, dvs = ¢ A eller
x ¢ B. Dirfor har vi z ¢ AN B, dvs € AN B. Vi har visat att AUB C AN B
och vilket fardiggor beviset. 1

Exempel. Hir ér ett alternativt bevis for De Morgans lag, som anvinder logiska ekvi-
valenser: Eftersom

t¢ ANB& ~(z€(ANB)) & ~(z€ ANz €B)&
~(r€AVa(zreB) e (z¢d AV(r¢B) e (zcA)V(reB)e (zc AUB)
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genom att anvinda De Morgans lag fér propositioner, kan vi skriva

AnB={z|2¢AnNB}={z|2€AUB}=AUB.

Om A;,..., A, dr mingder skriver vi
UAi:AluAQU"'UAn
i=1

for foreningen av alla A;, dvs mingden som innehaller alla element som finns i
nagot A;. Vi skriver

NA=A4n4:n0---NA,
i=1

for smittet av alla A;, dvs mingden som innehaller alla element som finns i varje
A;.

PASTAENDE 9. Lit Ay,..., A, C U vara mangder och n > 1. Dd galler
n n - n n -
Ai:ﬂAi, Ai:UAi.
i=1 i=1 i=1 i=1

Bevis. Uppgift (induktion efter n). 1

3.4. Kardinalitet av &ndliga mingder. Om A har exakt n element kallas A
dndlig och kardinaliteten |A| &r n. Potensméngden P(S) dr méingden av alla
delméngder av S.

PASTAENDE 10. Om S dr dndlig s gdller |P(S)| = 2!51.

Bevis. Induktion efter n = |S|.

Bas: Om n = 0 da ar S = 0, som bara har en delmingd: @ C (. Dvs
IP(S)] = |PO)] = {0} = 1 =20 = 2I5],

Induktionssteg: Antag som induktionshypotes att varje mingd med n element
har 2" delméingder. Vi skall visa, att varje méngd med n + 1 element har 27! =
2" + 2™ delméngder. Lat hirtill A vara en mangd med |A| = n+1 och fixera nagot
a € A. Vi kan skriva A = BU {a} dir B = A — {a}. Varje delmingd S av A
antingen innehaller a eller inte, dvs

PA)={S|SCAacStU{S|SCAa¢S}
={TU{a} | TCB}JU{T|TCB}
Eftersom uppdelningen &r disjunkt har vi |P(A)| = |P(B)| + |P(B)| = 2" 4 2™ per
induktion. 1

En k-delméingd ér en delmingd med k element. Vi later (%) beteckna mingden
av k-delméngder av A.
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3.5. Stréngar. Ett alfabet ¥ &r en méngd vars element kallas tecken. En string
dver X dr en dndlig sekvens av tecken fran 3. Mingden av stringar 6ver X betecknas
¥*. En typisk striang i ¥* skrivs w = (wy,...,w,) eller wyws - - w,, dir w; € ¥
(1 < i < n). Strangens lingd ar [(w) = n. Stréngen av ldngd noll betecknas A
(lambda, for tyska »leer«). Méngden av strangar av langd n 6ver ¥ betecknas X",

dvs
o=z
n>0
Sammanfogningen av tva stringar u = (u1,...,u,) och v = (v1,...,Um)
betecknas
UV = (Uly.ee y Upy ULy e ey V).

Den m-faldiga repitionen av en string u dr sammanfogningen

um=uu--u.
——

m termer
Speciellt definierar vi u® = \.

Exempel.
1. Mangden av bitstringar ar
{0,1}* = {X,0,1,00,01, 10,11, 000,... }.
2. {a}* ={)\ a,aqa,aaa,...,a", ... }.
3. 0* = {\}. For alla andra ¥ # () har ©* oédndligt manga element.

4. Om C #&r en javaklass s& anger C[] klassen av strangar 6ver C. Till exempel ar
boolean[] klassen av bitstrangar. Metoden length dr langdfunktionen I.

PASTAENDE 11. Ldt u,v,w vara strangar och m,n > 0. Dé gdller
1. Absorbering: ul = Au = u.

2. Konkatenering dr associativ: u(vw) = (uv)w

3. u™u™ = u™t",

4. l(ww) = l(u) + 1(v).

5. l(u™) = mi(u)

Det finns ett nédrt samband mellan sekvenser och stringar, s nért att vi ofta
blandar ihop notation och begrepp.

Lat U = {us,...,u,} vara ett dndligt univers. For en delmingd A C U
definierar vi dess bitstrangsrepresentation som strangen a € {0,1}™ dér

1, wu; € A,

ai:{ 0, uz¢A

Uppgifter.

1. Hitta en mingd A som &r disjunkt med sig sjilv.

2. Visa |[AN B| < |AU B|. Nér giller |AN B|=|AUB|?

3. Hitta ett nodvindigt och tillrickligt villkor for att (AN B)UC = AN (BUC(C).
Villkoret far inte innehalla B. Bevisa ditt svar.

4. Ange ett element fran varje av de foljande méngder: N x Z x R, P(N x N),
P(@) x N, (N x N) — (N - {0,1}) x N), P(P(P(0))).

5. Definiera tuppeln (, ) som (z,y) = {z, {z,y}}. Visa att denna definition &r ekvi-
valent med den urspungliga genom att visa att

(4) (z1,y1) = (w2,y2) medfér z1 = x2 och y1 = yo.
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6. Definiera tuppeln (, ) som (z,y) = {{=,0}, {y, 1}}. Ar egenskapen (4) fortvarande
uppfylld? Bevisa ditt svar.

7. Ge motexempel som visar att féljande definition av (, ) inte uppfyller (4): (z,y) =
{z, v}
8. Hir dr nagra forsok pé att definiera 3-tuppeln (, , ). Diskutera.
(a) (x,y,2) = {{z}, {2, 9}, {z,y,2}}.
(b) (z,y,2) = (. (y,2))-
(© (z,9,2) = {{z,0},{y, 1}, {2,3} }.

*LU datavetenskap, dat 401 DM, VT 2002. Thore Husfeldt. 19 september 2002.
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4. Funktioner

Lat A och B vara mingder. En funktion f fran A till B, skrivit f: A — B
ar en tilldelning av exakt ett element fran B till varje element i A. Vi kan skriva
a+— beller b = f(a) for att ange att b dr detta element. Vi séger att b ar a:s bild.
Maéangderna A och B heter f:s domdn och kodomdn. Funktionens vdrdemdngd &ar

fA) = f).
a€A
Mingden av funktioner fran A till B betecknas B4.

Exempel.

1. Lat A vara en mangd. Identitetsfunktionen &r
ta: A— A, ar— a

2. Lat A,U vara mingder med A C U. Den karakteristiska funktionen xa: S —
{s,f} &r

s ze€A

xa(a) = { f z¢A-
3. For varje tal n € Z definieras den konstanta funktionen
n: A—17Z, T — n.

Till exempel ar 6(x) = 6 for alla x.
4. Golufunktionen R — Z definieras av

lz] =max{neN|n<z}
och takfunktionen R — Z definieras av

[z] =min{n e N |n>z}.

Det giller
() z—1<|z]<z<[z]<z+1
(b) [—z] = —[z], [-z] = —[z]

(¢) [z+n]=[z]+n, |lz+n]=|z]+n omneN.
5. I det funktionella programspraket Lisp definieras funktionen

f:Z—2Z, gz~

som
(define (f x) (* x x))
Spraket Haskell ar ett typad funktionellt sprak, och hir skrivs samma funktion pa
foljande satt:
f :: Integer — Integer
fx=x%*x
6. Aven en statisk metod i et objektorienterad sprak som Java,
static B f(A z)
kan betraktas som en funktion

f: A— B, x— f(x).

Till exempel &r f6ljande funktion precis identitetsfunktionen p4 méngden int.
static int f(int z) { return z; }
7. En icke-statisk metod i Java &r ingen funktion. Betrakta foéljande klass:
class C
{int i= 0;
int f(int ) { return i++; }
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Forsta anrop av f returnerar 0, men nista returnerar 1. Metoden tilldelar inte
exakt ett element fran kodoméinet till varje element i doménet. Vi siger att icke-
statiska metoder har tillstdnd (eller minne); funktioner dr darimot tillstandslosa.
8. Modelleringen av programsprakskonstruktioner vha matematiken &r icke-trivial
och foéremal for datalogisk forskning pé sirdelas hog niva. For att antyda proble-
men kan vi ndmna terminering. Icke alla metoder, &ven de statiska, terminerar,
som till exempel
static int f() { while(true) ; }
eller
static float f(int z) { return 5/xz; }
I detta exempel gar det &nda att beskriva
f:int — {0} — float
men generellt dr metoders beteende for komplext till att restringera doménet. I
stillet kan man betrakta metoden som som
f+ A— BU{abort},

dar »abort« ar ett speciellt virde (som inte &r i B), som tar hand om icke-
terminering.

4.1. Egenskaper. En funktion f: A — B dr injektiv om
f@)=fly)=z=y  (z,y€A)

En ekvivalent och mgjligen mera naturlig formulering &r att f ger olika bilder pa
olika variabler:

e#xy=[f@)#fly) (zyeA).
Funktionen &r surjektiv om f(A) = B. Funktionen &r bijektiv om den &r bade

injektiv och surjektiv.

Exempel. Identitetsfunktionen ar bijektiv.

SATS 1. Givet tvd andliga mangder A och B. Vi har |A| = |B| om och endast
om det finns en bijektion A — B.

Bevis. Antag forst att det finns en bijektion f: A — B. Sitt n = |A| och skriv
A={a1,...,a,}. Betrakta nu mingden

fA) ={f(a1),..., flan)}.

Eftersom alla element &r olika (f &r ju injektiv) har vi |f(A)| = n. Surjektivitet
ger f(A) = B. Darfor fas |B| = |f(A)| = n.
Skriv méngderna som A = {ai,...,a,} och B = {by,...,by} och antag nu
n = m. Betrakta funktionen
f: A— B, a; — b;.
Denna &r vildefinierad eftersom n < m. Funktionen ar klart injektiv. Den &r
surjektiv eftersom m < n. 1

For en injektiv funktion f: A — B definieras dess invers som

1 f(A) — A, fla) — a.
Dvs att f~1(b) = a néir f(a) = b, vi kallar a for b:s urbild. Observera att f~! inte
ar definierad for B — f(A).
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Funktionens graf &r en delméngd av A x B definierad med

graf(f) = {(a,0) [ b= f(a),a € A}.

Lat g: A — B och f: B — C. D& definieras den sammansatta funktionen
h = fogsom

h:A—C,  aw f(g(a))

4.2. Upprikneliga mingder. Vi atervinder till méngders kardinalitetsbegrepp.

En mingd M &r dndlig om |M| < oo. En mingd ar uppriknelig om den ar
dndlig eller det finns en bijektion M — N. Kardinaliteten av en odndlig, up-
praknelig mangd skrivs [N| = Xq (alef-null). En méngd som inte &r uppréiknelig ar
overuppraiknelig.

Exempel.
1. Z &r uppriknelig; observera att detta strider mot intuitionen om att den &r drygt
dubbelt sa stor som IN. For att se detta, betrakta
z, om z dr jamnt;
1(z+1), om z ér udda.

| wol=

fTN—Z, Z'—>{

nagra virden kan ses har:

fz)|0 1 2 3 4 5 6
z J]0o -1 1 -2 2 -3 3

Det &r klart att alla heltal finns nigonstans och exakt en gang pa denna lista.
Funktionen f &r alltsd en bijektion mellan N och Z.

Det dr mojligen instruktivt att se ett felaktigt férs6k pa en upprikning, t ex
forst alla positiva tal, och sen alla negativa, som i

0,1,2,...,—1,-2,....

Detta fungerar inte, vilket blir klart sa fort man forscker att formalisera denna
lista som en bijektion till N — vilket »nummer« far —17
2. N x N #r uppriknelig. Cantors argument for detta dr som foljer: Vi riknar N? i

varv. I varv 1 riknas bara (0,0). I varv 2 riknas (1,0) och (0,1). Generellt riknas
alla tuppler (¢,7) i varv s + j + 1 i nigon ordning. Varje varv ar andligt, si alla
tuppler riknas (exakt en ging) forr eller senare. Bijektionen &r t ex

i+J

[INP SN, [ =i+ Yk
k=1

3. X" &r uppriknelig om ¥ = {o1,... ,0%} dr dndligt. Vi listar forst A, sen hela X,
sen hela 2, etc. i nagon ordning, till exempel den lexikografiska. For 3 = {a,b}
dr avbildningen till exempel

z |01 2 3 4 5 6 7
fG)[X a b aa ab ba bb aaa

Bijektionen &r

n—1
Us

r=0

f:Z*%Nv f(ail"'ai7z):

+2_ =l
r=1
och f(A) =0.

PASTAENDE 12. Om B dr uppriknelig och A C B sd dar A upprdknelig.
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Bevis. Om A dr dndlig &r vi klara. Antag alltsd att A dr odndlig. Uppriakningen
av elementen i A dr den samma som upprikningen av B, dar B — A har tagits bort.
Formellt (men inte mycket klarare), om vi later by,bs,... ange uppriakningen av
B:s element, ar

fZA—>N, f(bz)=|{b1,,bz_1}ﬂ14|

Detta dr vildefinierat eftersom varje element i A kan skrivas som b; for nagot .
Surjektiviteten foljer av att A ar oandlig. 1

Exempel. Q ir uppriknelig, vilket ar minst lika kontraintuitivt som att Z ar det (det
finns ju odndligt manga rationella tal mellan 3 och 4, och — mera skrimmande — odndligt
manga mellan varje par av rationella tal). Vi visar detta bara fér de positiva rationella
talen, Q4. For att inse pastiendet kan vi betrakta Q. som delmingd av N2. Helt formellt
betraktar vi funktionen

Q+ HNQ? a/bH(a7b)a

som #r en bijektion mellan Q4 och en delmingd av N?. Denna #r uppriknelig enligt
past. 12.

4.3. En datavetenskaplig tillimpning. En funktion f: N — {s,f} kan jav-
aberiknas om det finns ett metod static boolean m(Integer i) skriven i Java
sa att m(i) = f(¢) for alla i € N.

PASTAENDE 13. Det finns funktioner N — {s,f} som inte kan javaberiknas.

Bevis. Lat J ange méngden av javaprogram. Om Y anger méngden av Unicode-
tecken har vi J C ¥*. Eftersom X* kan rdknas, kan J ocksa det.

Vi visar nu att boolan™ inte kan riiknas. Antag motsatsen, att en upprikning
fo, f1,... finns. Konstruera funktionen

d: N — boolean, d(i) = = fi (7).

Enligt antagandet maste d finnas nagonstans i listan, dvs d = f; fér nagot j. Vi
har d(i) = f;(¢) for alla i, speciellt giller

d(j) = f;(4),

i motstrid med definitionen av d.
Vi konkluderar med past. 12 att boolean™ inte kan vara en delméngd av J.

Uppgifter.

1. En funktion g: B — A ar vdnsterinvers till f: A — B om go f = t4. En funktion
g: B — A &r hogerinvers till f: A— Bom fog=1p.
(a) Visa att om f &r injektiv, sd har f en vénsterinvers.
(b) Visa att om f dr surjektiv, s& har f en hogerinvers.
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4.4. Summor. Om [ < r skriver vi
T
> ai
i=l

fér summan a; + aj41 + - - + a,.

PASTAENDE 14. For n > 1 gdller
> i=gn(n+1).
i=1

Bewvis. Induktion efter n.
Bas: For n =1 #r pastaendet 1 = £1(1+1) = 1, vilket &r sant.
Induktionssteg: Antag pastaendet for nagot n > 1. Da fas

n+1 n
di=n+14) i=n+l+gnn+1)=3n+2)(n+1),
i=1 i=1

dar induktionshypotesen anvinds fér att omskriva summan. 1

PASTAENDE 15. Om r # 1 och n > 0 gdller
- i ar"tl —q
O —
i=0 "

Bewis. Per induktion efter n.
Bas: For n = 0 ar pastaendet

ar—a a(r—1)

r—1 r—1"7
vilket dr sant.
Induktionssteg: Antag pastaendet for nagot n > 1. Vi har

n+1 n

i ntl ; np1 . ar"t—a  ar"t?—gq
g ar! = ar + E ar/ = ar + =
Jj=0 Jj=0

r—1 r—1 "

dér induktionshypotesen anvénds for att omskriva summan. 1

Som ett nyttigt specialfall av resultatet ovan har vi

n

ZT =9ontl _1.

i=0
Definiera de harmoniska talen Hj enligt

k1
Hk:Z;
i=1

Vi har
k|1 2 3 4 5 6 --- 10000
Hy|1 & 1 2 18T 49 .. 1439979

PASTAENDE 16. For n > 0 gdller
H2n 2 ]. —+ %n

19
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Bevis. Per induktion efter n.
Bas: For n = 0 dr pastaendet H; = 1, vilket &r sant.
Induktionssteg: Antag pastaendet for nagot n > 1. Vi har

gn+1 1 on 1 gn+1 1 on+1 1
Hyn=3 5=0 5+ 2 ;=Hnt 3 52
=1 =1 1=2"41 1=2"41
1
Hgn + 2. ont1 = Hgn =+ 5
Enligt induktionshypotesen ér detta hogst (1+4n)+4 = 14 1(n+1), som 6nskat.

Satter vi k = 2™ i detta resultat fas
Hp>1+ logk, k=1,2,4,816,---,

sa vi kan uppskatta Hy (det harmoniska talet) for alla tvapotenser. Det kan visas
att

lim (H, —lnn) =,

n—oo

dar v = 0,57727156649 . .. dr Eulers konstant.

Exempel.

1. Det ar instruktivt att forsoka att bevisa Hy > 1+ % log k per induktion efter & (i
stillet for efter 2% som vi gjorde).

2. En langsam men envis mask M startar i ena &ndan av ett meterlangt gummiband
och kryper 1 cm per minut mot andra &ndan. En lika envis gummibandsansvarig
G, vars enda uppgift i livet dr att frustrera M, drar vid slutet av varje minut
ut bandet ytterligare en meter. Alltsd &r M efter en minuts krypande 1 cm fran
starten och 99 cm fran slutet, och sen drar G ut bandet 1 m. Nér bandet dras ut
behaller M sin relativa position: 1% fran start och 99% fran mal; dvs M &r nu
2 cm fran start och 198 cm fran mal. Nar M har krupit ytterligare en minut, ar
han 3 cm fran start och 197 cm fran méal; ndr G drar blir avstanden 4,5 och 295.5.

Nér G drar i bandet dr M:s relativa avstand det samma. Han kryper alltsa
1/100 av bandet i forsta minut, 1/200 i andra, etc. Efter n minut har han krupit

(11 11\ H
100\1 2 3 n) 100

Han ar klar ndr H, > 100. Efter 287 - 1032 sekler nar han bandets slut, som nu ar
10%” ljusar langt. Triumf!

4.5. Funktioners tillvixt. I detta avsnitt ar
g N—-R
eller
g R—R.
En funktion f &r mindre dn g (vi skriver f < g) om
fm) < g(n),  Vn.
En funktion f ar forsumbar i jamfiorelse med g eller lilla ordo av g (vi skriver f(n)
ir o(g(n)) eller f(n) = o(g(n))) om
),

lim —= =
n—co g(n)
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En funktion f &r hégst g:s ordning eller stora ordo av g (vi skriver f(n) &r O(g(n))
eller f(n) =0(g(n))) om

ACk>0:n>k—|f(n)] < Clg(n)|
En funktion f &r stora omega av g (vi skriver f(n) &r Q(g(n)) eller f(n) = Q(g(n)))
om

30,k >0:n >k — |f(n)] >

En funktion f ar stora theta av g (vi skriver f(n) ar ( ( )) eller f(n) =©O(g(n)))
om

/—\
\/

f(n) = O(g(n)) och f(n) = Q(g(n))

PASTAENDE 17. 1. f < g medfér f(n) = O(g(n)).
2. f(n) = o(g(n)) medfor f(n) = O(g(n)).
3. f(n) =Q(g(n)) dé och endast di g(n) = O(f(n))
4. f(n) =©(g(n)) dd och endast dd
3C1, Ca, k> 0: Chlg()| < |f(2)] < Calg(z)].
Exempel.

1. Lat f(n) =noch g(n) =n+1. Vihar f < g. Men lim,—ocn/(n+1) =1,s4 f
ar inte lilla ordo av g.
2. Lat f(n) = n och g(n) =n® Vihar f(1) > g(1) si f &r inte mindre &n g. Men

2
1

limy, o n/n? = lim,—con™ ! =0, sa f r lilla ordo av g.

3.
Zz < Zn =n?>=0(n?),
i=1
medC=1ochk=11i deﬁmtlonen av stora ordo.
4.

Yiz Y iz Y [nj2]=

=1 i=[n/2]  i=[n/2]
(n = [n/2] + 1)[n/2] > (n/2)(n/2) = n*/4 = Q(n*)

med C' = i och k =11 definitionen av stora omega. Med féregaende exempel har
vi alltsa .7 | i = ©(n?). Jamnfor past. 14.

5.
log(n!) Zlogz<Zlogn<nlogn—0(nlogn)
med C=1och k=11 deﬁmtlonen av stora ordo.
LeEMMA 3 (Generaliserad triangelolikhet). Om by,...,b, € R, sd

n n
il <D bl
=1 i=1

Bevis. Induktion efter n.
Bas: For n =1 dr pastaendet |by| = |b1], vilket &r sant.
Induktionssteg: Vi vill forst visa olikheten (»triangelolikheten«)

(5) la+b <la|+]b, abeR.
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For att inse detta observeras forst
a+b <|a|+ b, eftersom a < |a|, b< b,
—(a+b) < |a| + |b], eftersom — a < |a|, —b < |b].

Eftersom |a + b| r antingen a + b eller —(a + b) foljer (5) i alla fall.
Antag nu pastaendet for nadgot n > 1 och betrakta

n+1 n n n+1
> bi| = |buy1 + Y bi| < [bpga] + i| < [bnarl + D [0l = D Jbil,
i=1 i=1 =1 i=1

déar olikheterna anvénder respektive triangelolikheten och induktionshypotesen. 1

PASTAENDE 18. Om ay,... ,a, € R, sd
n
Zaixi = O(z").
i=0
Bevis. For x > 1 har vi
n . n . n
1> T alat = 2™ aga " < 2™y agl.
i=0 i=0 i=0

Detta visar pastaendet med C' =) " o |a;| och k =1 i definitionen av stora ordo.
=
1

Om f,g: A — R definieras funktionerna f + g och fg som
(f+9): A=R,  (f+9)(x)=f(z)+g(),
(f-9): A=R, (f-g)(@)=[f(z) g(z)
PAST/&ENDE 19. Om fi1(n) = O(g1(n)) och fa(n)
L (f1 + f2)(n) = O(g1(n) + g2(n)) = O(max{g:(
2. (f1- f2)(n) = O(g1(n) - g2(n))

Bevis. [Rosen, Thm. 1.8.1,1.8.2]. 1

= O(g2(n)), sd gdller

n), g2(n)})

Uppgifter.

1. Om man kastar Kenny ut ur fénstret dor eller 6verlever han beroende pa vilken
vaning han kastas fran. Upp till och inklusive vaning K (ett for oss okind men
fast tal, som vi kaller kennytalet), mar han fint; kastas kan frin vaning K + 1 eller
hégre, d& dor han. Vi forsoker att faststilla kennytalet.

Om vi bara har en Kenny till forfogande kastar vi honom frén vaning 1,23,
etc. tills han dor. Vi behéver O(K) kast for detta. Har vi tvA Kennyr kan vi
kasta den forsta fran vaning 1,3,5 etc. tills han dor och darefter bestimma det
exakta kennytal med ett extra kast. Det tar bara [(K + 1)/2] + 1 kast vilket dock
fortfarande ar O(K). Det kinns som om vi har slosat bort den andra Kennyn.

Hitta en metod for att bestimma kennytalet med tva Kennyr och asymptotisk
firre kast n O(K). Ledning: det gar att gora i O(VK).

2. Ordna f6ljande funktioner efter deras tillvixt, dvs skriv dem pé en lista fi(n),

f2(n), ..., sdatt fi(n) = O(fi+1(n)):
10'°, n?,log n, loglog n, (logn)?, v/log n, n!, n",

n?logn, nlognloglogn,n®?, 2", 2”27 3", log(n® + 1)

*LU datavetenskap, dat 401 DM, VT 2002. Thore Husfeldt. 19 september 2002.
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5. Kombinatorik

5.1. Summa- och produktprincipen. Produktprincipen siger att tva oberoende
héndelser kan upptrida pa lika manga sitt som produkten av varje. I mingd-
notation: |A x B| = |A]| - |B|.

En annan, och mera generell, formulering &r féljande. Lat Uy,... ,U,, vara en
sekvens av uppgifter och antag att U; kan gbras pa n; sitt efter att Uy, ..., U;_1
har gjorts. Da kan hela sekvensen av uppgifter goras pa np - - - n,, sitt.

Exempel.

1. Om A #r en dndlig mingd, si ar |P(A)| = 2/4!. For att rikna antal delméngder
raknar vi antal olika sdtt att vdlja en delméngd. En delméngd B av A kan viljas
pa foljande satt: for varje element x € A viljer vi, om x skal tillhora B eller ej.
Vi har |A| val, varje val kan goras pd tvé sitt. Produktprincipen ger att det finns
2141 sitt att vilja B pa.

2. |2*| = |2|*. En string o1 --- o € X* kan skapas genom att vilja forst o1, sen o2,
etc. Varje tecken kan viljas pa |X| sétt.

3. |A¥| = |A|*. En tuppel i A* kan skapas genom att vilja k virden fran A.

4. |B*| = |B|"l. En funktion f: A — B kan skapas pa foljande sitt: for varje
element i definitionsméngden a € A véljer vi virdet f(a) € B. Det finns |A| val
mellan |B| mojligheter.

5. Vi riknar de injektiva funktionerna fran A till B. Om |A| > |B| finns det inga
injektiva funktioner fran A till B, si vi betraktar det intressantare fallet |A| < |B).
Lat A ={a1,...,am}. Vivill vilja f(a1), f(a2),... 1 tur och ordning. Det finns
| B| mojligheter for att vilja f(a1). Eftersom f ar injektiv finns maste f(a2) viljas
fraén B — f(a1), det finns | B| — 1 mojligheter for detta. Generellt kan vi vilja f(ax)
pa |B|—k+1 sétt. Enligt produktprincipen finns det |B|(|B|—1) --- (|B|—|A|+1)
injektiva funktioner.

Tva héndelser dr dmsesidigt uteslutande om de inte kan upptrida samtidigt.
Summaprincipen siger att nagon av tva omsesidigt uteslutande héndelser kan up-
ptrida pé lika manga sitt som summan av varje. I mingdnotation: om AN B = ()

sa |[AU B| = |A| +|B].

En annan, och mera generell, formulering &r féljande: Lat Ui,...,U,, vara
en sekvens av uppgifter och antag att U; kan goras pa n; sdtt. Da kan uppgiften
rantingen U; eller U; eller - - - eller U,,« goras pa ny + - - - + n,, satt.

Inkludering-exkluderingsprincipen ar en utvidgning av summaprincipen. I méngd-
notation: |AU B| = |A| + |B| — |[AN B].

Exempel.

1. Lat ©=™ ange mangden av stringar éver ¥ av lingd hogst m, dvs

m
nsm— | |2t
Y

Vi vill visa att [2=™| = 3" |Z|*. En string i =™ har antingen lingd 0 eller 1
eller --- eller m. Vi kan vilja en string av lingd i pa |Z|° sitt, som vi sag enligt
produktregeln i exemplet ovan.

2. Lat S vara méngden av bitstréngar av ldngd 6 som borjar pa 1 eller slutar péa 00.
For att berdkna |S| betraktar vi tva relaterade méngder: A dr méngden av lingd-
6-bitstrangar som borjar pa 1, och B dr méngden av ldngd-6-bitstrangar som slutar
pa 00. Produktprincipen ger |A| = 2° och |B| = 2*. Dessa mingder #r inte dis-
junkta, och produktprincipen ger |AN B| = 23. Inkludering-exkluderingsprincipen
ger |S] = 2° +2* — 23 = 40.
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5.2. Duvhalsprincipen. Om n+1 duvor férdelas pa n hal maste ett hal innehalla
minst tva duvor.

Exempel.

1. I en grupp pa 367 minniskor méste tva ha samma fodelsedag (fodelsedagssatsen).

2. Om n+ 1 tal véljes ur {1,2,3,...,2n} s dividerar ett av talen ett annat. (Ob-
servera forst att om vi bara véaljer n tal, t ex {n+1,n+2,...,2n}, behover de inte
dividera varann.) For att bevisa péastéendet skriver vi varje tal som produkten av
en tvapotens och ett udda tal, t ex 40 = 235, 1 =2°.1, 14 = 2" . 7, etc. Vi
placerar talen i n lador 1,3,5,...,2n — 1 s att talet 2° - hamnar i lada I. Det
finns n 4+ 1 tal och bara n lador, sd en av ladorna maéaste innehalla tva tal, kalla
dem 2" -1 och 27 -1 (i < j). Vihar 27 -1/(2"-1) = 297°.

3. Vi vill visa vinskapssatsen: i varje grupp av sex personer finns tre vianner (dvs
varje par har redan triffats tidigare) eller tre frimlingar (dvs ingen av de tre har
traffats tidigare). Kalla personen Ett, Tva, ..., Sex. Vi kan indela Tv4 till Sex i
tvad méngder, V (Etts vinner) och F' (framlingar for Ett). Enligt den utvidgade
ladprincipen har en av méngderna minst [(5 — 1)/2| + 1 = 3 element. Det finns
tva fall. Om V har 3 element &r de antingen framlingar f6r varann (d& har vi
en trio framlingar) eller minst tv& av dem dr vinner och skapar dirmed en trio
vanner med Ett. Om F har 3 element &r de antingen en trio vinner eller minst
tva av dem &r framlingar (d& har vi en trio framlingar med Ett). Vianskapssatsen
ar bevisad.

Observera att en grupp pa 5 personer inte dr nog. Om vi ritar vinner som
o—o och framlingar som o-o da kan vi rita gruppen

5.3. Permutationer och kombinationer. En r-permutation av en mingd S ar
ett ordnat arrangemang av r element fran S. Om r = |S| kallas arrangemanget en
permutation av S.

SATS 2. Antalet r-permutationer av en mdngd med n element dr

P(n,r)—n(n—l)(n_Q)...(n_rJrl)_(n%!r)!.

En r-kombination av en méngd S &r en r-delmingd av S.

SATS 3. Antalet r-kombinationer av en mdngd med n element dr

= () -

SATS 4. For positivt heltal n gdller

(z+y)" = En: (?) a" Tyt

i=0
PASTAENDE 20. Ldt 0 < r <mn ochr <m. Da gdiller

1’ 0-(,")
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() () ()
(1)

("))

5.4. Nagra uppskattningar. Binomialkoefficienterna &r notoriskt svartberdk-
nade. Det dr klart att 0 < (Z) < 2", och detta avsnitt etablerar nagra mer férsiktiga
uppskattningar, som &r tillrickligt precisa i manga fall.

For n > k > 2 giller

[t

n
k— k-1
Genom att upprepa detta argument fas

IN
3

<

|3

nonoom_non- 1 n—k+1
k kK~ k k-1 1
vilket etablerar

(6) <%>k < <Z> < (g)k (2 <k <n).

Man kan uppné en nagot battre 6vre grans:

(1) <()= (7). nseen

dér e = 22/7 ar den naturliga logaritmens bas. Detta kréver ett lite lingre argu-
ment.

PASTAENDE 21. (}) < (%)k

n
< .
-2

|3

Bevis. For allat € R, ¢t # 0 giller 1 +¢ < ¢'. Detta inses antingen genom
derivation eller genom att betrakta exponentialfunktionens Taylorutveckling. Fran
Binomialsatsen 4 far vi

o s a0 =3 (") s (1), o<k <n
e = ()" > (1+1) ; ; )t 0sksn
Lat t = k/n i ovanstiende uttryck. Da fas

k
k n\ (k
> ()G)
Uppgifter.

1. Lat S ={1,2,3,4}. Lista foljande méngder:
(a) alla 2-tuppler av element fran S (dvs méngden S x S)
(b) alla 2-permutationer av S

(c) alla 2-kombinationer av S.

som Onskat. 1
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Skissa svaret pa samma fraga med 5-tuppler, -permutationer och -kombinationer.

*LU datavetenskap, dat 401 DM, VT 2002. Thore Husfeldt. 19 september 2002.



6. ANDLIG SANNOLIKHETSTEORI 27

6. Andlig sannolikhetsteori

Ett (dndligt) utfallsrum dr en (4ndlig) mingd S av elementarhdndelser. Ett
sannolikhetsmatt &r en funktion
p:S—=R
som uppfyller foljande villkor:
1. 0<p(s) <1forallaseS
2. > esp(s) =1.

Exempel.

1. Lat T = {D, D, D, E, ,} vara utfallsrummet av kast med en tdrning. Vi

definierar ett sannolikhetsmatt p; pa 7' genom att ange viardet pd varje utfall:

()= D=-=p() =1

vilket vi kan uppfatta som kast med en symmetrisk tdrning. Ett annat sanno-
likhetsmatt &r

p()=p( )==p()=21 p()=2

vilket vi kan uppfatta som kast med en tdrning som favoriserar .
2. Lat T? ange utfallsrummet av kast med tva térningar,

T =A{CJL
Vi uppfattar dessa tarningar som olika, dvs att utfallen \:’E och \:\D ar olika.
Ett sannolikhetsmatt pa T2 #r

p3(tite) = % for alla t1ts € T2,
Ett annat matt ar

p4(DD) = P4(\:\D) == p4() =1 pa(titz) = 0 annars.

6.1. Hindelser. En hdndelse dr en delmingd E C S. Sannolikheten av en
hdndelse ar

p(E) = p(s).

sEE

Exempel.

1. Héndelsen »antal 6gon udda« &r delmingden U = {D, D, } Under méttet p;
(symmetrisk térning) dr dess sannolikhet

p1(U) :pl(\:\)+pl(\:\) +p1() =i4i4+1=1

Under mattet p2 (osymmetrisk tdrning) ar sannolikheten

p2U) =p2(- )+ o2 )+ ) =2+ 14+ 1=

2. Om alla elementarhédndelser ar lika sannolika, dvs

~jw

p(s) = |—;|, for alla s € S,

s& fas for godtycklig handelse £ C S
1 E
WE) =X ) =Y 151 = 1
seE seE
I exemplet ovan ar forvisso

_ul_ CRED
I T Y T R

p1(U)
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men detta giller inte for po.

3. Hindelsen »dubblett« D = {DD, .. ,} C T2 har sannolikheterna p3 (D) =
6 = = % och ps(D) = 1 under olika sannolikhetsmatt.

PASTAENDE 22. Lit E,F C S wvara hdndelser i ett andligt utfallsrum. Dd
giller

L p(E) =1—-p(E)
2. p(EUF) =p(E)+p(F)—p(ENF)

Bewvis. Vi har enligt definitionen av sannolighetsmattet

1=> "p(s) =Y p(s)+ Y p(s) = p(E) +p(E),

seS sEE s€EE

vilket ger forsta pastaendet.
For det andra pastaendet har vi

p(EUF) = Y pS)=> pS)+> pS)— > p(S)=p(E)+pF)-pENF),
seEUF seFE seF seENF

som Onskat. 1

6.2. Betingad sannolikhet. Den betingade sannolikheten for E givet F ar
p(ENF)
p(F)

om p(F') > 0 (annars dr p(E | F') odefinierad). Héndelserna E och F' dr oberoende
om

p(E|F)=

p(ENF) = p(E)p(F).
Observera att om F och F &r oberoende och p(F) > 0, s géller

e p) = PEEE PO )

Exempel.

1. Betrakta utfallsrummet 75 och handelserna

A= LG L oeb B= LRS- LY
dvs forsta (resp andra) tdrningen ger D Observera att hindelsen A N B &r

Ik
Vi studerar forst mattet ps. Vi har ps(A) = p3(B) =6 o = =, sa
p3(A) -pa(B) = ¢ - § = 35 = p3(AN B),
dvs A och B ir oberoende.

Betrakta nu ps. Vi har ps(A) = 1 och ps(B) = 2 men ocksa ps(ANB) = %,

sd A och B ar inte oberoende. Observera speciellt at

pa(A| B) =pa(B| A) = 1.
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6.3. Slumpvariabler och forvantning. En slumpuvariabel ar en funktion
X:5S—R.
Férvintningen av en slumpvariabel ar

E(X) =) p(s)X(s).

ses

Exempel.
1. Definiera
S:T° - R

s& att S(tit2) ar antal 6gon, t ex S(EE) =T.
Under sannolikhetsméattet ps fas

5(8) = 3SCI) + $5CTD +--+ $SEID +0- SCID +--- =
F2+44+6+8+10+12) =7,

en summa av 36 termer, varav 30 har koefficient 0.
Under sannolikhetsmattet ps dr forvéntningen
1 1
E(S)= > ps(s)S(tatz) = (D +A+2)+ +(6+6) = 7--282=7,
t1to €T2

en summa av 36 termer.

Lat U vara ett utfallsrum, p en sannolikhet, och X en slumpvariabel. Slump-
variabler ger upphov till ett nytt utfallsrum dér elementarhindelsen ar av typen
» X (s) = r« for alla r € X(S) och sannolikheten ar

p(X(s)=r)= > »s)

sESAX (s)=r
Oftast skrivs X = r for X(s) =r.

PASTAENDE 23.

reXx(s)

Beuvis.

E(X)=) X(s)p(s)= Yo X(apls)= Y > rps) =

ses reX(S)seSAX(s)=r reX(S)seSAX(s)=r

>or > )= 3 (X =),
reX(S) seSAX(s)=r reX(S)

1

Exempel.

1. For S som i exemplet ovan dr utfallsrummet
{§=2,§=3,...,5=12}.

Nir vi véljer en sannolikhet (fér T'2) har vi ocksa en sannolikhet for detta rum. T
ex for ps:

pa(5 =4 =pCD +rCD +mED = % = %
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Vi berdknar E(S) med pastiendet ovan:

E(S) =2p3(S =2)+3p3(S = 3)+4-p3(S = 4)+ - -+12p3(S = 12) = Z+Z+5++15 =7,

en summa av bara 11 termer.
Observera att F(S) under ps dr dven enklare:

2 4 6 8 10 42
ES)=4-4 4ot —f—==1.
S)=¢+gtetsts g =7

PASTAENDE 24. Om X och Y dr slumpvariabler pé samma utfallsrum, s galler
1. E(X+Y)=EX)+ E®Y)
2. E(aX +b)=aE(X)+D, dira,b € R.

Exempel. Lat de slumpvariablerna S; och S> ange antal 6gon pa forsta och andra
tarningen, dvs Si (\:\) = 1. Betraka sannolikheten ps och observera
1 7
E(S1) = E(S2) = 6(1+2+3+4+5+6) =3

Vi har med resultatet ovan

14
E(S) = E(Sl + SQ) = 7 =7.

Tva slumpvariabler X och Y ar oberoende om

p(X=2zAY =y)=p(X =z)pY =vy), for alla r € R.

Exempel.
1. Betrakta S1 och S under sannolikheten ps. Vi har t ex

pa(S1=3AS2=2)=p(]. ) =0,

men ocksa

pa(S1 = 3) p4EE— , och ps(S2=2) p4DD

s& pa(S1 = 3)pa(S2 = 2) = . Dérfor &r S1 och S, inte oberoende under pa.
2. Betrakta nu S7 och S under ps. Vi vill visa oberoendehet, dvs

p3(S1 =1 NSz = j) = p3(S1 = 1)ps(S2 = j)
for alla reella ¢,7. Om 4,5 ¢ {1,2,3,---,6} &r sannolikheterna p& bada sidorna 0.
Annars ir
1
36
eftersom det bara finns en hindelse med detta resultat (ndmligen dar férsta tarning

har ¢ 6gon och andra tarning j 6gon), och denna hindelse intraffar med sannolikhet
% under p3. Motsvarende &ar

p3(S1=iAS2=j) =

. 1 1 1 1
p3(S1:l):%+%+ Jr%:g

eftersom det finns 6 hindelser som ger virdet ¢ till S;.

SATS 5. Om X och Y dr oberoende slumpuvariabler gdller
E(XY)=EX)E(Y).
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Exempel. Vi definierar slumpvariabeln P pa T2 som produkten av dgonen; P(E) =
15. Betrakta ps och observera

E(P)=2%(1-142-2+3-3+4-445-5+6-6) = 2.
Detta &r inte det samma som

E(S1)E(Ss)=L..-1 =4

2= 1
Under p3 dr S; och Sz oberoende, s& vi kan skriva
E(P) = E(S5152) = E(S1)E(S2) = %,

vilket kan verifieras — och uppskattas! — genom att berdikna E(P) utifrdn definitionen.

6.4. Bernoulliforsék. Betrakta ett experiment med tva utfall, det lyckas med
sannolikhet p, eller misslyckas med sannolikhet ¢ = 1 — p.
Ett experiment med tva utfall, succe och misslyckande kallas ett bernoulliférsok.

PASTAENDE 25. Sannolikheten for att exakt k utav n oberoende bernoulliforsok
lyckas dr

b(k;n,p) = (Z)pk(l —p)" k.

Exempel.

1. En (symmetrisk) mynt kastas n gdnger. Sannolikheten for exakt k utfall »krona«
ar b(k;n, %) Det &dr 6verraskande hur skarpt detta dr koncentrerat kring halften.
For n = 1000 kan man berédkna

b(500; 1000, 1) = 0,025225 . ..
och
b(900; 1000, 1) < 0,59 - 107 '%".

2. Lat X ange slumpvariabeln som raknar antal lyckade av n bernoulliférsok.
Observera att elementarhindelserna i utfallsrummet nu ar resultaten av alla
n forsok, dvs tuppler med n element dir varje element kan vara »lyckades« eller
smisslyckades«. Hir dr négra elementarhindelser for n = 3: {({,l,m), (I,m,1),
(m,m,l),...}, och X(I,1,m)=2.
Forvantningen av X kan berdknas som i exempel [R: 4.5.14]. Alternativt kan
X definieras och beriknas som i exempel [R: 4.5.16]

*LU datavetenskap, dat 401 DM, VT 2002. Thore Husfeldt. 19 september 2002.
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7. Rekursionsekvationer och genererande funktioner (supplement)

Det kan visas att om C' och D &r olika, sa géller
Ax+ B _a L b
(1-Cz)(1-Dx) 1-Cx 1-Dz
for konstanter a och b. Om D, E och F ar olika, géller

Az? + Bz + C __ e b L ¢
(1-Dz)1—-Ex)(1—-Fz) 1-Dr 1—-FErxr 1-Fx

for konstanter a, b och c.

Exempel.

1. Betrakta rekursionsekvationen

aO:17
al :47

ar = akx—1 + 6ag—_o.

Lat G(z) = 352, arxz® och observera
zG(z) = Z arz™,
k=0

62°G(z) = Z 6apz*t?,
k=0

vilket vi behover i foljande berdkning:
G(z) — zG(x) — 62°G(x) = Zakxk — Zaw&kH — Z 6arz" " =
k=0 k=0 k=0

ao + (a1 —a1)x + Z(ak —ap_1 — Gakfg)xk =ao + (a1 —ag)r =1+ 3.

k=2
Vi far
Glz) = 14+3z 1+ 3z _1 6 1 o
T 1l-—z—622 (1-3z)(1+22z) 5\1-3z 1+22/)

% (i 3t — 2(2)%’“),

varav ar = %Sk — %(72)]“.

2. T stillet for att gissa de ritta funktionerna som xzG(z) och 6z*G(z) i exemplet
ovan kan man tillampa f6ljande strategi: (i) Multiplicera bada sidorna i rekursion-
sekvationen med z*, (ii) summera 6ver alla k dir ekvationen &r sann, i vart fall

fran 2 till co. I exemplet fas

ar = ag—1 + 6ag_2,

k k k
arx” = ap—1T + 6ag_2x",

o0 oo oo

k k k
E arx’ = E ak_1x° + E 6ag_sx .
k=2 k=2 k=2
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Nu giller det att rekonstruera summor av formen » 77, arx® i detta uttryck.
Vinsterledet dr néstan klart:

oo oo o0
k k k
arx’ = arx’ —ag — a1x = arx” —1—4x.
k=2 k=0 k=0

Hogerledet kriaver flera manipulationer,

o0 oo oo oo

k k k—1 2 k—2
g ar_1T + E 6ar_oxr” == E Ap_1T + 6x E Akx_2T =
k=2 k=2 k=2 k=2

oo o0 o0 o0 oo oo
k 2 k k 2 k k 2 k
T E arx” +6x g arx zx(g arr” —ao)+6x g arx” =x E arx” —6x E arx” —z.
k=1 k=0 k=0 k=0 k=0 k=0

Om vi skriver G(z) for 3.5, ara” har vi igen
G(z) — 1 — 4z = 2G(z) — 62°G(z) — x

som i exempel 1.
3. Betrakta

apg = 9
ar =8ap_1 + 1071, (k>1).

(Rosens exempel [R:5.4.17] ar liknande men hans sekvens borjar i a1 i stéllet, vilket
behover ytterligare ett trick.)
Vi multiplicerar bada sidorna med z* och summerar fran 1:

Z akmk =8 Z ak_lmk + Z 10571k
k=1 k=1 k=1
Siitts G(x) = Yo, arz”, blir vinsterledet G(z) — ao, och hégerledet blir

— k41 — k_k+1 z
Skz_oakx —&—kZ_OlO T —SxG(x)—l—il_le

enligt tabel [R:5.4.1]. Hirav fas

k=0 k=0

(1—10z)(1—8z) 21—10z  21-8z 2

Vi konkluderar att a, = £10% + 178",

4. Om rekursionsekvationen inte definierar ap, som ju behovs for 6ver huvud taget
att kunne skriva > ;2 o arz®, maste man konstruera ett viirde fér ao. Exempel
[R:5.4.17] betraktar

a; = 9
ar =8ap_1 +10F71, (k> 2),
vars sekvens borjar som
al a as
9 82 756

Rosen sdtter nu ap = 1. Detta &r konsistent med ekvationen, och i princip betrak-
tar han

apg = 1
ar =8ap_1 + 10", (k>1),

vars sekvens borjar
aop ail az as
1 9 82 756
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Alternativet dr att betrakta samma sekvens, men upfatta den som bérjande i

ap:

ay a) ah

9 82 756
Rekursionsekvationen for denna ar

ap =9,
ay, = 8aj_ + 10’“,

som kan 16sas som vanligt. Helt formellt har vi introducerat en ny sekvens aj, dir
/
Qp = Qk—1-

*LU datavetenskap, dat 401 DM, VT 2002. Thore Husfeldt. 19 september 2002.
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8. Grafer

En (oriktad, enkel) graf ar en tuppel G = (V,E) dar E C (‘2/) Méngden V
kallas grafens horn, mangden F kallas grafens kanter. Ibland skrivs kanten {u,v}
som uv eller vu.

En riktad graf &r en tuppel G = (V,E) dir E C V2. Mingden V kallas
grafens noder, méngden E kallas grafens bdgar. Ibland skrivs bagen (u,v) som uv.
Observera att uv # wv i motsittning til (oriktade) grafer.

En (oriktad) multigraf &r en tuppel G = (V, E) och en funktion

v
f: E— (2>,

dvs grafen har multipla kanter: tva kanter e;,e2 € F med f(e;) = f(ez). En
(oriktad) pseudograf &r en multigraf dar

\%
fiE— <2>UV,

dvs grafen har multipla kanter och dglor f(e) = {v,v}.

Exempel. Terminologien antyder att vi inte brukar uppfatta en graf som en tuppel
av delméngder. Till exempel kan grafen ({1,2,3,4,5,6,7,8}, {12,23,34,41,56, 67,78, 85,

15,26, 37, 48}) ritas som
oO— oO—O
A7 Ny

eller

figuren till vinster motiverar dven begreppen »horn« och »kant«. Observera att det finns
ménga sitt att rita samma graf.
Ibland &r hoérnens namn vigtiga. Till exempel & G1 = ({1, 2,3}, {12,23}) och G1 =
{1,2,3},{13,23}) inte samma graf, &ven om bade kan ritas som
Q

S\

Man kan da ytterligare dekorera sina ritningar med hérnnamn

SN

Béagarna i en riktad graf ritas som pilar. Hér ar tvaritningar av ({1, 2,3}, (1,2), (2,3), (3,2)}):

A0

Om kanten wv finns i grafen kallas u och v for grannar. Hornen u och v &r
endpunkter for kanten wv, och kallas incidenta till u och v. Ett horns grad

deg(w) = [{w e W | {v,w} € W}

ar dess antal grannar. I en riktad graf definieras ingrad och utgrad som
deg” (v) = {we W | (v,w) € E}
deg™(v) = {w e W | (w,v) € E}|.
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Exempel.

1. Betrakta en oriktad graf. For varje horn, rdkna kanterna incidenta till hérnet.
Hirmed riknas varje kant i grafen exakt tva ganger (en géng fran varje endpunkt),
dvs

> deg(v) = 2|E.
veV
Speciellt dr gradsummen jaimn. Denna observation kallas handskakningslemmat,
och visar att det ved varje fest finns ett jaimnt antal handskakningar.
2. Finns det en graf med 5 noder med udda grad? Vi kan indela hérnméngden i
V =U U J, hérnen med udda och jimn grad. Vi har
> deg(v) =) deg(v) + ) deg(v),
veV velU veJ
dvs att ) _;deg(v) kan skrivas som differensen av tva jimna tal och &r da sjilv
jamn. Eftersom summen av ett udda antal udda tal 4r udda méste |J| vara jaimn.
Konklusionen &r att en graf alltid har en jamnt antal noder med udda grad.

En graf (V, E) ar en vig om
V ={xo,z1,...,2}, FE={xox1,1122,... , 06171},

dar alla z; ar olika. Vigens ldngd ar k, antalet av kanter. Vi later Py beteckna
vigen av langd k. Vi kan ange en vig genom att ange dess horn i ordning.

Om (V,E) med V = {xo,...,zp_1} och k > 3 &r en vig s kallas grafen
(V,E U {zrxo}) en cykel av langd k och betecknas Cy. Ofta kallas C5 &ven for
triangeln och C5 pentagonen. En cyklisk graf ar en graf som innehaller en cykel.

En graf &r en klick om E = (‘2/), vi later K, beteckna klicken med n horn.

En graf ar oberoende om E = (; vi later I, beteckna n oberoende hérn (‘I” for

independent).
- A -] o]

Om G = (V,E) och G = (V',E') med V' CV och E' C FE sijer vi att G ar
en delgraf av G’ och att G’ innehiller G.
En graf &r sammanhdngande om varje par av noder har en vig mellan sig.

Exempel.

8.1. Triad. En skog ar en graf utan cykler, och ett (fritt) trdd dr en samman-
hingande skog.

PASTAENDE 26. En graf G = (V, E) ar ett trad om och endast om det finns en
unik vig mellan varje par av horn.

Bevis. Antag G ar ett trad och betrakta u,v € V. Eftersom G d4r sammanhangande
finns det en vag fran u till v. Antag nu att det finns tva viger fran u till v,
kallad x1,...,x och y1,...y, (ddr 21 = y1 = uw och zp = y, = v). Betrakta
det minsta ¢ sa att x; # y; och de minsta j > i,k > i s& att z; = y,. Da ar
Ti%ig1 -+ - TjYk—1Yk—2¥i+1 en cykel, i motstrid med att G &r ett trad.

Antag nu att G har en unik vak mellan varje par av horn. Speciellt ar G
sammanhingande. For att inse att G dr utan cykler observera att hérnen pa en
cykel dr forbundna med minst tva vigar. 1§
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LEMMA 4. Etttrdd G = (V, E) med |V| > 1 har ett hornv € V med deg(v) = 1,
kallad ett 16v.

Bevis. Antag i stéllet att alla horn har grad minst 2. Vi vill visa att da maste G
innehalla en cykel.

Lat vy vara att horn i G. Eftersom deg(v1) > 1 har den en granne vy av grad
minst 2, som darfor sjilv maste ha en ny granne vs # v1. Vi har konstruerat en vig
v1vovs. Generellt, efter & > 3 steg, har vi konstruerat en vig vqvg - - - vg. Eftersom
deg(vi) > 2 har vy, en granne viy1 # vg—1. Om vgy1 € {v1,...,vx_1} har vi hittat
en cykel (och &r fardiga), annars ar v1vs - - - V41 en vag. Nar k = n kan processen
inte fortsdtta (vigen innehéller da alla horn), sd vi méaste hitta en cykel. 1

PASTAENDE 27. En graf G = (V, E) dr ett trad om och endast om G dr sam-
manhdngande och |V| = |E| + 1.

Bevis. (rightarrow) Antag att G dr ett trdd. Det dr klart att G &r sammanhén-
gande. Vi anvindar induktion efter n = |V till att visa att |V| = |E| + 1. For
n = 1 bestar G av bara ett horn och inga kanter, s3 [V| =1=0+1 = |E| + 1.
Betrakta ett trid med n+ 1 horn. Vilg ett 16v v med deg(v) = 1, detta finns enligt
lemmat ovan. Ta bort v och dess incidenta kant e. Grafen G’ som &r kvar ar ett
trid: den &r klart acyklisk (G var acyklisk, och borttagningen av v kan inte skapa
en cykel), och den dr sammanhéngande, eftersom tva hérn w, w som var férbundna
i G inte kan ha anvindt v pa vigen (v var ett 16v). Eftersom G’ ar ett trid med n
h6rn maste den ha n — 1 kanter per induktion, s G har n — 1 + 1 kanter.

(<) Antag att G &r en sammanhingande graf med n hérn och n — 1 kanter.
Vi vill visa att den &r acyklisk. .... 1

Ett m-drt trid ar antingen

1. tomt eller
2. ett horn (kallad roten) med som &r férbunden till roten i d disjunkta m-éra
triad (0 < d < m), kallad undertrdd.

Om d = m i definitionen fas ett fullt m-art trad. Fallet m = 2 kallas ibland binért
trad. Varning: I manga bocker &r bindrt trdd det samma som fullt binért trad.

PASTAENDE 28. Ett m-art trad dar ett trad.

Bevis. Vi vill visa att ett m-art trdd T (enligt den rekursiva definitionen) &r
minimalt sammanhingande, vilket etablerar pastaendet med Past. 26. Detta goras
ved induktion efter antalet horn i det m-&ra triadet.

Bas: Det tomma triadet &r sammanhingande (trivialt) och minimalt.

Steg: (Sammanhang:) Undertrdden dr sammanhingande per induktion, och
eftersom roten &r kopplad till varje undertrdd blir 7' sammanhéingande. (Mini-
malitet:) Ta bort en kant fran 7. Tas den fran nagot undertrdd blir detta osam-
manhéngande per induktion. Annars méaste kanten ha kopplat ett undertriad till
roten, sa borttagningen goér T' osammanhingande. 1

8.2. Ramseyteori. Vi séger att en graf G = (V, E) innehdller I}, om det finns
en oberoende k-delméngd U C V, dvs
{wluveUveU}NE=40.

(Detta brukar kallas ‘innehéller I, som inducerad delgraf’.)
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Lat R(s,t) ange det minsta n si att en graf pad n hérn méaste innehalla antingen
K, eller I;.

Exempel.

1.

R(s,2) = R(2,s) = s for alla s > 2.

2. R(s,t) = R(t,s): Betrakta G = (V, E).
3.
4. R(3,4) < 10: Betrakta horn v. Antag forst att v har minst 4 grannar, kalla dem

Vi har redan sett att R(3,3) = 6, vinskapssatsen.

N. Om N innehaller en kant uww, s& dr uvw en triangel (firdig). Annars ar R
en oberoende 4-mangd (fardig). Antag nu att v har 6 icke-grannar; kalla dem M.
Vi vet att R(3,3) = 6, s& antingen har M en triangel (fardig) eller en oberoende
mingd {u,w, z}, som skapar en oberoende 4-m#ngd med v.
R(3,4) < 9: Vi forsoker anvinda samma argument som ovan. Nu dr det mojligt
att v har precis 3 grannar och 5 icke-grannar (i alla andra fall kan vi &teranvinda
beviset ovan). Om detta vore sant for alla val av v hade vi ett problem. Men s&
kan det inte vara pga handskakningslemmat.
R(3,4) = 9: Det kvarstar att etablera existensen av en graf med 8 hérn som varken
innehaller K3 eller I4:

oI

S

R(4,4) = 18: Vilj v i en graf med 18 horn. Antag att v har 9 grannar N. Vi vet
att R(3,4) =9, s N innehéller antingen K3 (som ger K4 med v) eller I;. Andra
fallet &r symmetrisk, eftersom R(s,t) = R(t,s): om v har 9 icke-grannar M, si
méste M innehalla Ky eller Is, som ger I4 med v. Vi har visat R(4,4) < 18.

Lasaren dr vilkommen att inspicera f6ljande 17-noders graf utan varken Ky
eller I, for att inse K(4,4) > 17. Varje nod har 8 grannar, placerat som pa
ritningen med avstand 1, 2, 4, 8, 9, 13, 15, och 16 runt cirkeln. Vi ritar grannarna
till endast en nod i bilden till vénster, och hela grafen till hoger.

SATS 6. Antag s,t > 2. R(s,t) ar dndligt, och

Beuvis.

R(s,t) < R(s—1,t)+ R(s,t — 1), fors,t> 2.

Antag att R(s — 1,¢) och R(s,t — 1) &r dndliga och lat n = R(s — 1,¢) +

R(s,t—1). Betrakta en graf med n horn och 1at v vara ett av dessa. Det finns n—1
andra horn, sd antingen har v minst R(s—1,t) grannar eller R(s,t—1) icke-grannar
(duvhalsprincipen). I forsta fall innehaller grannarna antingen K,_; (som skapar
K med v) eller I;, som onskat. I andra fallet innehéaller icke-grannarna antingen
K eller I, (som skapar I; med v), som onskat. 1

PASTAENDE 29. For s, t > 2,
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Bevis. Induktion 6ver s +¢. For s = 2 och t = 2 géller uttrycket (med likhet),
se exempel 1. Antag nu att uttrycket giller for varje s’,¢' med 2 < s’ +¢ < s+ t.
Teoremet, ovan ger

s+t—3 s+t—3 s+t—2
< —1 -1 < - '
R(s,t) < R(s —1,t) + R(s,t )—( s—9 )+< s—1 ) ( s—1 )

1
Av speciellt intresse dr de diagonala Ramseytalen R(s) = (s, s). Vi har berdknat
R(3,3) och R(4,4) i exemplen ovan, och det &r anmérkningsvért, att ingen kiinner
R(5,5) béttre an 43 < R(5,5) < 49. Vi ser fran resultatet ovan att

2(s — 1)) < 22s-2

R(s)s(s_l N

*LU datavetenskap, dat 401 DM, VT 2002. Thore Husfeldt. 19 september 2002.
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9. Slumpgrafer

En p-slumpgraf med n noder &r resultatet av foljande proces: Borja med en
tom graf med n noder. For varje nodpar {u,v}, inkludera kanten uwv med sanno-
likhet p, oberoende av tidigare val. Resultatet av denna process skrivs ofta G(n, p).
Ett viktikt specialfall &r p = %, dér varje kant in- eller exkluderas med samma
sannolikhet,.

Vi later G,, beteckna méngden av grafer med n horn. Till exempel
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Exempel.

1. For p = 0 ar resultatet av processen ovan alltid den tomma grafen. Dvs att G(n, 0)
ar ({1,... ,n},0) med sannolikhet 1:

p(G(n,0) = ({1,... ,n},0)) =1

2. For p =1 ar resultatet av processen ovan alltid den fullstindiga grafen.
Betrakta p = % For godtycklig graf G € G, giller
p(Gln ) = G) =202

Detta ar samma sannolikhet som resultatet av foljande process: Vilj slumpméssigt
en av de 27("=1/2 grafer i G,,, alla med samma sannolikhet 2="("~1)_ Tbland &r
det mera naturligt att betrakta denna konstruktion &r definitionen.

PASTAENDE 30. Sannolikheten for att G(n,p) innehdller en k-klick dr higst

(- (e

Bevis. Betrakta en konkret k-delméngd U av V. Denna &dr en klick precis nar

alla (g) kanter i U finns, vilket hinder med sannolikhet p(g) Det finns (Z) mojliga
k-delmangder. 1

Bevis (ling version). Lat K beteckna hindelsen ‘det finns en k-klick i G(n,p)’. Vi
vill berdkna p(K). Lat U vara en k-delméngd av V och lat Ky beteckna hindelsen
‘U &r en k-klick’. Observera att K &r unionen av Ky 6ver alla k-delméngder U, i
symboler

K =K,
U
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och darfor
p(K) =p<UKU> <> p(Kv),
U U

dér summationen &r dver alla k-delméngder U av V, total (}) termer.

Det aterstar att berdickna p(Ky). For att U skal vara en klick maste alla (5)
kanter mellan Us horn finns, vilket hdnder med sannolikhet

p(Ku) = pl).
Vi konkluderar

5 < S0 = ()0,
U

som Onskat. 1

9.1. Nagra slumpvariabler. Slumpgrafer r en rik killa f6r interessanta slump-
variabler.

Antal kanter. Den forsta ar antalet av kanter M. Det &r klart att M &r minst
0 och hégst (%). Férvintningen &r

(3)
EM] =Y "i-p(M =1).
=0

For att berikna p(M = i) betraktar vi slumpgrafsprocessen som r = (5)
Bernoulliférsok, sa sannolikheten for precis ¢ kanter ar

por =i) = ()1 -y

Vi har nu

som inte omedelbart kan férenklas.

Vi kan déremot begagna forvintningens linearitet (pést. 24) till et mycket en-
klare argument. Introducera m nya slumpvariabler M, en f6r varje nodpar. M,,
skall rékna antalet kanter mellan u och v; det ses ldtt att My, € {0,1} och att

My, ar ett exempel pa en indikatorvariabel (vars varde alltid ar 0 eller 1), deras
férvintning dr alltid precis sannoliketen for utfallet ‘1°, som ofta dr littberiknelig.
Det &r ocksa klart att
M = Z Mu'm

u,veV

B(M)= Y E(My)= > p—p(g)

u,veV u,veV
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Antal triangler. Lat T ange antalet av triangler i grafen. For varje 3-méngd
av noder {u,v,w} introduceras indikatorvariabeln T, som ar 1 nir {u,v,w} ar
en triangel och 0 annars. Sannolikheten for triangeln T}, dr p3. T #r summan av
alla dessa, sa

ET) = Y Elwd= Y. p3_(g>p3.

{u,v,w}eV {u,v,w}eV

Det &r viktikt att observera att variabel T, inte ar oberoende, men att detta
heller inte dr nddvindigt fér att kunna anvinda past. 24. Betrakta till exempel
G(4, %) med horn 1, 2, 3 och 4. Sannolikheten for Tho3 ar %, och det samma géller
for Th34. Sannolikheten for Tio3 givet Tio3 dr ddremot

1
p(Thoz | Taza) = vk

sa de ar inte oberoende.

Slumpmetoden. Slumpmetoden dr en bevismetod fér att etablera existensen
av konstruktioner utan att konstruera dem. Metoden ar Overraskande enkel. Héar
dr en av dess forsta tillimpningar, av Erdés (1947):

SATS 7. R(k) > 2k/2.

Bevis.  Antag att n < 2%/2. Lat K beteckna hiindelsen ‘G(n, %) innehaller er
k-klick” och lat I beteckna héindelsen ‘G(n, 1) innehaller en oberoende k-méngd’.
Vi visade i past. 30 att

Pa samma sitt kan vi berdkna

Vi har
p(IVEK) < 2@2@.

Eftersom (}) < n* /2% (se (6) pa s. 25), kan vi skriva
(2k/2)k —k(k—1)/2 _ o—k/2+1
IV K) < 252 =2 <1
Speciellt,
pINK)=p(IVK)=1-p(IVK)>O0.
Konklusionen &r att sddana grafer finns. 1

Uppgifter.

1. Givet G € G, med m kanter. Berdckna p(G(n,p) = G).
2. Berackna det forvintade antal 4-cykler i G(n, p).
3. Berédckna det forvantade antal k-klickar i G(n, p).



APPENDIX A

Notation

Notationen i dessa anteckningar &r konsistent med [Rosen]. Vill man lisa yt-
terligare litteratur maste man kinna till alternativer.

1. Symboler
Symbol betydelse alternativ
—p negationen av p D
p—q p medfor ¢ p=q
P q biimplikation mellan p och ¢ p < q
pEq p ar ekvivalent med ¢ pP=q,p=¢q

{2]P(z)}
0

A-B
A
P(S)
uv

A

méangdkonstruktion
tomma mangden
miéingddifferens
kardinalitet
potensméngd
sammanfogning
tomma strangen

{z: P(x)}
{}, o
A\ B
#A

24, PA

Ae 1

Applikationen av funktioner har sd manga olika notationer att det fortjaner ett
eget avsnitt. Har &r fyra vanliga sitt att ange den funktionen, som kvadrerer ett

tal

men inte x — x>

T — 2

2. Alternativ svensk terminologi

domén definitionsmingd
kodomén malmangd
funktion avbildning

hoérn nod

kant bage

klik fullsténdig graf
slumpvariabel stokastisk variabel

férvantning

vantevarde
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