Val av algoritm och datastruktur

Forelasning 6

Innehall

o Det racker inte med att en algoritm &r korrekt — den maste dven
producera resultat inom rimlig tid.

o Algoritmer och effektivitet o Bade val av algoritm och datastruktur paverkar
o Att beddma och jamféra effektivitet for algoritmer tidsatgangen/effektiviteten.
o Begreppet tidskomplexitet

o Vi maste kunna berikna effektiviteten for att kunna jamféra olika val
av algoritm och/eller datastruktur.
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Tidsatgang och problemets storlek Mata exekveringstiden

o Vi kan mita exekveringstiden:
. long startTime = System.nanoTime();
o Tiden det tar att I5sa ett problem 3r oftast en stringt vixande
funktion av problemets storlek.
o Det tar lingre tid att summera 100 000 tal &n att summera 100 tal.

long endTime = System.nanoTime();
long execTime = endTime - startTime;

@ Vissa enkla problem kan dock I&sas pa konstant tid oavsett storleken. @ Men 4ven annat an indatans storlek paverkar tidsitgangen:
o Om vi t.ex. har en vektor med n tal kan vi alltid ta reda ps det ie talet o uppstart av exekveringen
i vektorn pa konstant tid oavsett hur stort n ar. o optimeringar
o Exempel: o kompilator
o dator

int nbr = alil;
° ...

o Dessutom maste algoritmen implementeras om den ska exekveras.
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Tids|

mplexitet

o Tidskomplexitet T(n) &r ett matt pa hur tidsdtgdngen vaxer med
problemets storlek n.
o Tidskomplexiteten uttrycks som en funktion av problemets storlek.

o Berikna tidskomplexiteten genom att rikna hur manga den mest o Med tidskomplexitet kan vi jamféra olika algoritmers effektivitet.
frekventa basala operationen som utfors. o Tidskomplexiteten uttrycks sa att vi dr oberoende av vilken dator som
exekverar algoritmen.

o Med basal operation menas en operation som tar konstant tid pa en N L N ” P,
o Vi behdver inte exekvera algoritmerna fér att kunna jamféra deras

dator, t.ex. en aritmetisk operation eller en jamférelseoperation.

effektivitet.
o Exempel: Antag att vektorn a innehéller n tal som ska summeras. o lag tidskomplexitet <= effektiv <= billig, 1ag kostnad
int sum = 0; hég tidskomplexitet <> dalig effektivitet <= dyr, hog kostnad

for (int i = 0; i < a.length; i++) {
sum += ali];

}

Satsen sum += a[il; utférs n ganger och algoritmen far da
T(n)=n.
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Berakna tidskomplexitet Diskutera
Exempel

Berdkna tidskomplexiteten for att summera talen i en kvadratisk matris m:

for (int i = 0; i < m.length; i++) {
for (int k = 0; k < m[i].length; k++) { @ Att summera n tal har tidskompexiteten n. Vad hinder med
) sun += m[il[k]; exekveringstiden om n fordubblas?
i e Summeringen av matriselementen i en nxn matris har tidskompexiteten
o Antag att matrisen innehaller n x n element. n?. Vad hinder med exekveringstiden om n férdubblas?

o De satser som utférs flest ganger 4r de som finns i den innersta
for-loopen.

o Satsen sum += m[i] [k]; utférs n- n ganger och algoritmen far da
T(n) = n? (kvadratisk tidskomplexitet).
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Tids|

mplexitet och verklig tidsatga

o Antag att vi raknat ut att tidskomplexiteten T(n) for en viss algoritm.

o Verklig tidsatgang t(n) blir d& ¢ - T(n), dar c &r en konstant som
bl.a. beror p4 hur snabb datorn ir.
o Ju snabbare dator, desto mindre ar ¢

o Exempel: Summering av n tal:

o T(n)=n

o Verklig tidsatgang t(n) =c-n

o c ir tidsatgangen for additionerna och tilldelningarna pa den dator dir
summeringen exekveras.

o Exekveringstiden vaxer linjart med antal element som ska summeras.
Exempel: P4 en viss dator tar 17 ms att summera 1000 000 tal. Det
bér da ta ungefir 34 ms att summera 2000 000 tal pa samma dator.

Dat kap (LTH) Férelisning 6

Tidskomplexitet

Undersok om alla element &r unika

Diskutera

Metoden nedan undersdker om alla element i vektorn a &r unika. Exempel:
Oma={1, 4, 2, 9, 7} ska resultatet bli true.
Oma={1, 4, 2, 9, 2} ska resultatet bli false.

public static boolean allUnique(int[] a) {
boolean unique = true;
for (int i = 0; i < a.length - 1; i++) {
for (int k = i + 1; k < a.length; k++) {
if (ali] afk]) {
unique = false;

}
}
return unique;

3
Rikna antal jamforelser. Tidskomplexitet?
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Aritmetisk summa

i~vérde fér yttre for-loopen | Antal ggr satserna i inre for-loopen utférs
0 n—1
1 n—2
n—4 3
n—-3 2
n—2 1

Totalt antal ganger satserna i inre for-satsen utférs ar:
1+2+34...+n—-1=n(n-1)/2

D.v.s. T(n) = n?/2 — n/2 vilket ar ~ n?/2 fér stora n-virden

Firellsning 6
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Repetition fran matematiken

Antag att skillnaden mellan tva pa varandra féljande tal i en f8ljd &r
konstant. D& kan vi berdkna summan av talen genom formeln:

aitataz+...+an=n(ar+an)/2

Da blir

142434...4n=n(1+n)/2

och

14243+...+n-1=(n-1)1+n-1)/2=(n—1)n/2
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Forbattrad algoritm Tidskomplexitet

Undersok om alla element &r unika Undersok om alla element &r unika

Vi bér avbryta algoritmen sa fort vi hittat en dubblett:
Fér (den oférbattrade) algoritmen fick vi fram uttrycket
public static boolean allUnique(int[] a) { T(n) = n(n—1)/2 = n?/2 — n/2 fér tidskomplexiteten.
for (int i = 0; i < a.lemgth - 1; i++) {
for (int k = i + 1; k < a.length; k++) {
if (ali] == alk]) {
return false;

For stora vdrden pa n dominerar den kvadratiska termen.
T(n) ~ n?/2 for stora varden pa n.

}
} n T(n)=n(n—1)/2 ] n?/2 T(n)/(n?/2)
return true; ) 75 50 0.9
¥ 100 4950 5 000 0.99
Nu blir det svarare att berdkna exakt hur manga ganger jimforelsen (a[il 1000 | 499 500 500 000 0.999
10 000 | 49 995 000 50 000 000 | 0.9999

== a[k] utférs. Det beror pa indata. Enklast ar att rakna pa varsta fallet
som hir intriffar da inga dubbletter finns. Vi far d& samma tidskomplexitet
som for den oférbattrade algoritmen.
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Uttrycka tidskomplexitet med hjélp av Ordo Ordobegreppet

o Ordo-begeppet fran matematiken ger oss mdjlighet att begrdnsa en

o For att uttrycka hur en algoritms tidskomplexitet uppfér sig vid stora s A
funktion "uppat”.

virden pa n kan vi anvinda Ordo-notation.
o Berikna tidskomplexiteten genom att rakna hur manga génger de . . — . .
dominerande ope?'a(ionemagutférs. &2 gane o En funktion T(n) & O(f(n)) (uttalas "T &r ordo f") om det finns
Exempel: T(n) = n?/2 — n/2 konstanter ng och c s3 att

o Stryk sedan allt utom den dominerande termen. Stryk dven ev. [T(n)| < cf(n) fér alla n > ng
konstanter p4 den dominerande termen.

. — 2
Exempel: T(n) = () o For alla polynom T(n) av grad k:

o Detta ger en Svre grins for tidskomplexiteten. T(n) = O(n?) betyder T(n)=ax-n*+ap1-n"14...

att for stora virden p& n understiger den verkliga exekveringstiden cn?. . . ’
galler att de & O(n*).
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Ordobegreppet Asymptotisk tidskomplexitet

| komplexitetsherdkningar forutsitts att man inte ger en stdrre Svre grins o Nar man i stéllet for att ange ett exakt uttryck pa tidskomplexiteten
3n nddviandigt: anvinder ordonotation brukar man tala om algoritmens asymptotiska
o Om T(n) =2n%+ n & T(n) = O(n?) tidskomplexitet.

@ Man anger ju hur den asymptotiskt uppfér sig for stora varden pa n

o men det r dven sant att T(n) = O(n%) eller O(n*) eller ...
Q) () () (problemets storlek).
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Diskutera — tidskomplexitet och verklig tids&tgéng Storleksordning for funktioner

Nar en algoritm har tidskomplexiteten T(n) = O(1), s siger man att
tidskomplexiteten r konstant. P4 samma sitt anvands namn p4 vanligt
forekommande storleksordningar fér T(n) = O(f(n)), enligt tabellen:

For stora varden pa n giller att verklig tidsatgang t(n) = c- T(n)

Problem: En algoritm har tidskomplexiteten T(n) = O(n?). Antag att d&
man underséker om elementen i en vektor med 10000 element ar unika far

en exekveringstid pd 20 ms. Ungefar hur ldng tid tar det att exekvera f(n) namn
programmet fér n = 10000007 1 konstant
logn | logaritmisk
n linjar
nlogn | log-linjar
n? kvadratisk
n kubisk
2" exponentiell
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algoritmer

mplexitet — hur mycket hjélper en snabbare da

o Sitta in ett element forst i en lista med n element: O(1)

@ Séka med binirsskning bland n sorterade element: O(log n)

o Séka bland n osorterade element: O(n)

@ Sortera med bittre metoder som Mergesort, Heapsort och Quicksort
(som kommer senare i kursen): O(nlog n)

o Sortera n tal med urvalssortering, bubbelsortering eller
insittningssortering: O(n?)

o Multiplicera tvd n x n-matriser med den vanliga metoden: O(n®)

o Knicka I&senord med med n siffror genom att testa alla
kombinationer: O(10")
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En algoritm behandlar 1000 element pa 1 sek pa var dator idag.

Infér framtiden hoppas vi pa en 10 ganger sa snabb dator.
Hur manga element kan vi behandla p& samma tid da?

Svaret beror pa algoritmens tidskomplexitet.

T(n) | idag | framtiden
n 1000 10 000
nlogn | 1000 7717
n 1000 3162
n 1000 2154
2" 1000 1003
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Tidskomplexitet kan bero pa indata

/** Undersdk om talet x finns i heltalsvektorn a. */
public static boolean contains(int[] a, int x) {
for (int i = 0; i < a.length; i++) {
if (alil == x) {
return true;

}

return false; // kommer vi hit fanns inte x i vektorn

o Det som gors inuti for-satsen dominerar.
o Komplikation: Gar inte att siga exakt hur manga ganger den utfors.
Det beror pa indata.

HT 2019
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Tidskomplexitet — varsta fall och medelfall

o For algoritmer vars tidskomplexitet beror pa indata kan man stilla tva
fragor:
o Vad &r den i vérsta fall for instanser av storlek n?
o Vad &r den i medeltal for alla instanser av storlek n?

o Tidskomplexitet i varsta fall for instanser av storlek n brukar
betecknas W(n). W star fér Worst case.

o Tidskomplexitet i medelfall fér instanser av storlek n brukar betecknas
A(n). A star for Average.
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Virsta fall och medelfall — formella definitioner Virsta fall och medelfall for

Om det finns k olika instanser av storlek n och tidskomplexiteten fér den i:e @ Problemets storlek = vektorns lingd. Kalla denna n, d.v.s.
instansen &r T;(n) och sannolikheten fér denna instans ar P; galler: n = alength.
Win) = T o | virsta fall blir jamférelsen alltid false och for-satsen utférs da for alla
(n) = max Ti(n) i-vdrden fran 0 till och med n— 1.
A(n) = Z P; - Ti(n) o Satserna inuti for-satsen utférs d& n ganger.
o Alltsa: W(n) = n= O(n).
o W(n) &r ofta lattare att berikna dn medelfallstid. o Medelfallstiden &r svar att berdkna eftersom det finns ett oandligt
o A(n) ofta svarare att berdkna. For en del algoritmer okint pa grund av antal instanser av problemet for storlek n.
svérigheten att ge varden &t sannolikheter for de olika instanserna av @ Men under vissa férutsittningar kan man rikna fram medefallstiden
storlek n. A(n) = (n+1)/2 = O(n).
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Tidskomplexitet fér algoritmer som anropar metoder Tidskomplexitet for algoritmer som anropar metoder

De flesta algoritmer uttrycker sig inte enbart med basala O(1)-operationer
som +, —, ... utan unyttjar mera kraftfulla operationer. Antag att vektorn innehaller n element.

Exempel: Sortera en vektor och undersék sedan om alla element &r unika. o Algoritmen gbr ett anrop av metoden sort som inte &r O(1), sedan

gors i varsta fall n — 1 jamférelser som &r O(1).
o Metoden sort innehiller en effektiv sorteringsalgoritm med
T(n) = O(nlog n).

public static boolean allUnique(int[] a) {
Arrays.sort(a);
for (int i = 0; i < a.length - 1; i++) {

if (ali] = ali + 1) { o De n— 1 jamforelserna kostar sammanlagt O(n).
return false; o Sammanlagd kostnad fér algoritmen blir O(nlog n) + O(n).
N ¥ T(n) = O(nlogn)
return true;
¥ D.v.s. sorteringen dominerar i detta fall och bestammer tidskomplexiteten.

Tidskomplexitet? Bittre eller simre dn var tidigare algoritm?
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Exempel: Antag att en vektor a innehller n tal. | féljande algoritm liggs
alla unika tal fran a in i en lista.

List<Integer> list = new ArrayList<Integer>();
for (int i = 0; i < a.length; i++) {
if (! list.contains(a[il)) {
list.add(al[il);

Vad far algoritmen f6r tidskomplexitet?

Dat kap (LTH)
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Tidskomplexitet fér algoritmer som anropar metoder

for (int i = 0; i < a.length; i++) {
if (! list.contains(a[il)) {
list.add(alil);

o Antag att n = a.length. (| varsta fall innehaller listan a.length
element.)

o Inuti contains soks i virsta fall alla element igenom. Denna sékning
har tidskomplexiteten O(n). De n anropen av contains kostar da
0o(n?).

o | add laggs elementet till sist. Denna operation har tidskomplexiteten
O(1). | vérsta fall anropas add n ganger vilket kostar O(n).

o Sammanlagd kostnad fér algoritmen blir O(n?) + O(n) vilket innebér
att T(n) = O(n?).

for (int i = 0; i < a.length; i++) {
if (! list.contains(a[il)) {
list.add(alil);

}

@ Vilka metoder anropas? — contains och add

@ Hur manga ganger anropas var och en av dem i vérsta fall? — n ganger
dér n &r antal element i vektorn

© Vad har de for tidskomplexitet i varsta fall?

o For att besvara fraga 3 behdver vi veta antal element i listan.
Problemet &r att det varierar. Listan &r tom fran bdrjan och att
antalet element Skar efter hand. Men vi raknar med det maximala
antalet. Listan kan som mest innehalla n = a.length element (om inga
dubbletter finns).

Dai HT 2019
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Tidskomplexitet for algoritmer som anropar metoder

Allmanna fallet

Antag att en algoritm
@ anropar metoderna o1, 02, ..., Ok.
@ Metoderna o; anropas m; génger.
o Metoderna o; har virstafalltidskomplexiteten W;(n).

Da blir kostnaden fér algoritmen i varsta fall:
my - Wi(n) 4+ my - Wa(n) + ... + my. - Wi(n)

Deltermer som inte dominerar detta uttryck kan sedan strykas om man
bara vill ha en ordo-uppskattning.

HT 2019
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Bittre datastruktur unika elemen

for att lagra en samli

En mingd (eng. Set) passar battre 4n en lista om man ska lagra unika
element.

Set<Integer> list = new HashSet<Integer>();
for (int i = 0; i < a.length; i++) {
list.add(a[il);

o Dubblettkontroll sker inuti add. Metoden add i klassen HashSet har i
medelfall (och i praktiken) tidskomplexiteten O(1).
(Méngder och klasserna HashSet behandlas senare under kursen.)

o Nackdelen med den hir 8sningen &r att den ordningen mellan
elementen som fanns i vektorn forstérs.
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Exempel p& vad du ska kunna

Férklara begreppet tidskomplexitet.
Berikna tidskomplexiteten T(n) fér enkla algoritmer.
Uttrycka tidskomplexitet med O (ordo).

© © o o

Férsta vad olika storleksordningar pa tidskomplexiteten innebar for
algoritmers anvindbarhet (konstant, logaritmisk, linjar, kvadratisk,
exponentiell,...).

Forstd och kunna anvidnda sambandet mellan verklig tidsatgdng och
teoretiskt berdknad tidskomplexitet, t(n) ~ c - T(n).

Avgora nir en algoritms tidskomplexitet beror p4 indata och i sddana
fall kunna berékna tidskomplexitet for varsta fall, W(n).

Berakna tidskomplexitet fér algoritmer som anvander firdiga
operationer.
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Diskutera

Vad far féljande algoritm fér tidskomplexitet?
List<Integer> list = new LinkedList<Integer>();
int s = 0;
for (int i = 0; i < list.size(); i++) {

s += list.get(i);

i
System.out.println(s);

Ovanstdende sitt att iterera genom en linkad lista &r ineffektivt. Istillet
bér man anvinda en iterator. Vilken tidskomplexitet far algoritmen d&?

for (int nbr : list) {
s += nbr;

¥
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