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Diskreta strukturer

1 Introduktion

Nar vetenskapsmén och ingenjorer gor modeller av verkligheten anvinder de matematik. For
fysiker, kemister och maskintekniker &r modellerna ofta kontinuerliga och beskrivs med dif-
ferentialekvationer, integraler, vektorfilt, analytiska funktioner etc. Datatekniker anvénder i
stor utstriackning diskreta modeller med méangder, trid, grafer, formella sprak, dndliga till-
standsmaskiner, logik etc. Den linjira algebran ligger ddremellan med vektorer och matriser
som har ett dndligt antal element som ibland representerar diskreta och ibland kontinuerliga
storheter.

Denna kurs handlar primért om att géra programmaéssiga modeller och abstraktioner. Eftersom
datorer dr digitala méaste alla modeller i datorn vara diskreta. Modeller &r i grunden matematiska
abstraktioner. Det géller bade i diskreta och kontinuerliga sammanhang.

T utbildningsmaélen for civilingenjorsexamen anges bland annat att studenten skall ha kunskap om
det valda teknikomradets vetenskapliga grund och kunskaper i matematik och naturvetenskap.
For en datateknikingenjor utgor den diskreta matematiken en lika viktig del av den vetenskapliga
grunden som den kontinuerliga matematiken.

1.1 Konventioner

Symbolen = anvéinds pa flera olika sétt i matematiken. En programmerare skulle sdga att sym-
bolen #r dverlastad (eng. overloaded). Niar man skriver 2z = y betyder det ofta att x och y har
samma, virde. Nar vi skriver 1 4+ 1 = 2 sa dr det en likhet som géller; uttrycken pa vénster och
hoger sida har samma vérde. I programsprak maste vi sjélva definiera en metod som boolean
equals(Object) for att avgéra om tva objekt &dr ”lika”. For fordefinierade typer som int och
double anvinds olika maskininstruktioner for att bestdmma om likhet rader eller ej. Nér vi skri-

ver 22 = —1 dr det en ekvation som kan ha noll eller flera losningar. I det hir fallet &r antalet

noll om x dr ett reellt tal och tva det dr ett komplext tal. I e = Z;’io%, ar det en definition av

talet e. Med f(x) = x + 1 definierar vi en funktion med namnet f. Namnet pa variabeln z ar €j
signifikant.

Det kan vara forvillande att anvinda samma symbol for helt olika &ndamal. I denna text kommer
vi att dérfor att anvinda symbolen £ pér vi definierar nagonting:

1 n
e 2 lim <1+>
n—o0o n
fla) = w+1

I den andra definition &r det funktionen f som definieras. Det skulle vara tydligare om man
kunde skriva f £ ... 1 avsnittet om funktioner kommer vi att introducera sidana mojligheter.

Nér definitionen vil dr gjord géller att namnet och det definierande uttrycket ar lika, till och
med i omvéand ordning.

1 n
lim <1 + > = e
n—o00 n



Vi sétter apostrofer kring ett ord nér texten handlar om ordet och inte det som ordet star fér. Vi
kan alltsé skriva att ’sats’ har fyra bokstaver. Med formuleringen ’ordet sats har fyra bokstéver’
fyller ’ordet’ samma funktion. Nar vi skriver citationstecken kring ett ord innebér detta att vi
anvéander ordet pa ett vardslost eller ironiskt sdtt. Néar vi ovan skriver ”lika” beror detta pa att
vi inte definierat vad som menas med att tva objekt &r lika.

2 Satslogik

2.1 Motivering

Boolesk algebra handlar om hur man riknar med de logiska operatorerna ’icke’, ’och’ och ’eller’.
Vi hoppas att ldsaren redan kan det, men om nagon kinner sig osiker sa aterfinns reglerna
nedan.

Satslogiken handlar ocksa om logiska uttryck, men tillimpningsomradet &r mer att modellera
logiska resonemang. Dérmed far implikationsoperatorn en framtridande plats. I nésta kapitel
kommer vi att generalisera till nagot som kallas predikatlogik. Med predikatlogiken kan vi formali-
sera matematiska satser och bevis. Denna abstraktion &r latt att oversétta till objektorienterade
modeller och illustrerar hur symbolmanipulerande program som Maple konstrueras. De ger ocksa
en ide om hur man kan bygga in ”intelligens” i datorprogram. Pa kopet far vi en definition av
vad som menas med ett formellt bevis och béttre forstaelse for vad ett vanligt matematiskt
bevis egentligen &r. Vi infor regler som formaliserar vart sédtt att resonera om logiska uttryck
som ansluter till det sdtt som man bevisar satser i matematiken.

I texten forekommer en del logiska uttryck som &r mer komplicerade &n de som bor anvindas
i datorprogram. Motivet &r att diskutera hur uttryck skall tolkas i franvaro av parenteser. Vi
foredrar att gora detta i ett sammanhang dér konventionerna inte ar lika etablerade som for
aritmetiska uttryck. Detta &r relevant att forsta nar man skriver eller anvinder program som
kommunicerar med anvindaren med hjilp av nagon form av uttryck. Det forekommer till ex-
empel i vanliga kalkylprogram och i fragesprak for databassystem.

2.2 Mal

Efter att ha studerat detta kapitel och arbetat med forelagda problem och programmeringsupp-
gifter skall du kunna

1. Oversitta pastaenden i naturligt sprak till satslogisk notation.
2. konstruera sanningstabeller for satslogiska uttryck.
3. avgora om ett bevistrad &r korrekt konstruerat.

4. analysera ett uttryck nér regler for precedens och associativitet &r givna.

2.3 Implikation i matematiken

I matematiken bevisar man satser. En sats har ofta formen ”Om P sa Q7 dér P &r férutsittningar
eller antaganden och Q &r slutsatsen. Ibland skriver man P = @) och séiger att P implicerar Q.
Nér man har bevisat en sats pa denna form sa kan man anvidnda den i ett sammanhang dér
man vet att P sann och kan da dra slutsatsen att Q dr sann utan att titta pa beviset.



Vi tar ett exempel som handlar om primtal.

Tva tal dr primtalstvillingar om bada #r primtal och skillnaden mellan dem &r 2. De forsta
primtalstvillingarna &r alltsa (3, 5), (5,7), (11, 13) och (17,19). Vi siitter namn pa tva pastaenden
som handlar om primtal.

e Py £ det finns oandligt manga primtalstvillingar

e () £ det finns oandligt manga primtal

Sats.
Py = Qo

Det &r l4tt att bevisa satsen. Eftersom vi har antagit att det finns odndligt manga primtalstvil-
lingar sa kan vi plocka ut den minsta tvillingen ur varje par och vi star dar med odndligt manga
primtal.

Ar antagandet sant? Det #r ingen som vet! De storsta kinda primtalstvillingarna har drygt 100
000 siffror, men ingen har &nnu lyckats bevisa att det finns oéndligt méanga.

Ar slutsatsen sann? Ja, det finns ett annat bevis for detta pastaende. Det var Euklides som
konstruerade det for 2400 ar sedan.

Vi ser alltsa att man mycket vil kan bevisa satsen P = ) dven om P inte kan vara sann. Det
betyder forstas att man inte kan anvianda satsen for att dra slutsatsen Q.

En sats till p4 samma tema:

e P, £ det finns andligt manga primtalstvillingar

e ()1 £ det finns ett storsta primtalstvillingpar

Sats.
P =0

Denna sats ar ndstan sjilvklar; den bygger pa egenskapen att en dndlig méngd tal har ett storsta
element. Formodligen &r det sa att P; &r falsk och da &r ocksa @7 falsk. Den kan alltsa vara sa
att bade premiss och slutsats kan vara falska i en sats som vi kan bevisa. Det enda som inte kan
intraffa dr vi kan bevisa en sats P = @ dér det kan vara sa att P dr sann medan () &r falsk.

Nar man anvinder = i matematiken, P = @), sa ir = en relation. Vi aterkommer till relationer
i kapitel 8. I satslogiken har vi en operator, —, som ocksa kallas implikation. I matematiken
ar ocksa < en relation och vi skriver bara < y om x &r mindre &n y. I Java och andra
programsprak dr < en operator och x < y ar ett logiskt uttryck vars virde kan vara sant eller
falskt.

Niar man anvinder = i1 matematiken, P = (@, sa finns det alltid en orsaksrelation mellan P
och Q. I satslogiken skriver vi P — () och det behéver inte finnas nagon relation alls mellan P
och Q. P och @ innehaller variabler som kan anta sanningsvérden, men vi bortser helt fran vad
variablerna star for.



Eftersom vi vill anvénda satslogiken och senare predikatlogiken for att modellera logiska resone-
mang och matematiska bevis sa vill naturligtvis definiera den satslogiska implikationsoperatorn,
—, sa att den fungerar pa samma sétt som den matematiska implikationssymbolen, =. Vi kom-
mer salunda att definiera P — @ s& att det dr falskt bara nir P &r sann och () &r falsk.

2.4 Tillampning

Infér kvartsfinalerna i Europamésterskapen i fotboll 2008 gillde att

Om Sverige vinner 6ver eller spelar oavgjort mot Ryssland sa gar Sverige till kvarts-
final.

Detta ar en sammanséttning av tre stycken pastaenden. Det blir tydligare med formuleringen

Om Sverige vinner 6ver Ryssland eller om Sverige spelar oavgjort mot Ryssland sa
gar Sverige till kvartsfinal.

Satslogiken handlar om sadana pastaenden dér man abstraherat bort inneborden i pastaendena
och bara intresserar sig for strukturen. I vart exempel har vi

(Vg —r

dér p, ¢ och r &r pastaenden som kan vara falska eller sanna och V star for ’eller’ och (pVgq) — r
utlises 'p eller ¢ implicerar r’. Pa svenska formulerar vi det ofta som ’om p eller ¢ sa r’.

Aktivitet 1.
Konstruera ett uttryck som avspeglar strukturen i

Om Sverige vinner mot Ryssland sa far Sverige méta Holland i kvartsfinalen och
om Sverige forlorar sa far Ryssland méta Holland.

2.5 Grundldggande begrepp

Satslogiken (eng. propsitional logic) handlar om hur man hur drar slutsatser (eng. conclusion)
fran givna forutsattningar, premisser. Premisser och slutsatser formuleras som satslogiska uttryck
med variabler och operatorer. Operatorerna, sirskilt de med tva operander, kallas konnektiv
(eng. connective).

Variablerna antar sanningsvirden varav det finns tva stycken, sanning (eng. truth) och falskhet
(eng. falsity). Vi anvinder T och F som beteckningar for sanningsvérdena.

Det enklaste satslogiska uttrycket bestar av en ensam variabel, en satsvariabel (eng. statement
letter). Vi anviinder bokstédverna fran p och framat for sadana variabler. Nér vi tillimpar satslo-
giken star sadana variabler for pastaenden som dr sanna eller falska. I ett resonemang om en
triangel sa &r ’triangeln &r rétvinklig’, 'triangeln &r liksidig’ och ’triangeln &r likbent’ sadana
pastaenden.

De viktigaste operatorerna dr —, A, V, — och <> som utléses ’icke’, 'och’; ’eller’, "implicerar’
resp. ’ar ekvivalent med’.



Nér vi bildar satslogiska uttryck anviander vi parenteser pa vanligt siatt for att klargora vad
som dr operander till ett konnektiv. Vi anvinder versaler fran P och framat for att beteckna
satslogiska uttryck.

Om P och @ #r satslogiska uttryck sa &r =P, (P AQ), (PV Q), (P — Q) och (P < Q) ocksa
satslogiska uttryck. Detta &r en induktiv eller rekursiv beskrivning av hur man konstruerar
satslogiska uttryck.

De olika sorternas uttryck har namn: —P kallas for en negation, (P A Q) konjunktion, (P V Q)
disjunktion, (P — Q) implikation och (P <> Q) ekvivalens.

Vi kan konstatera att

P q -p (rAq) (rVa)
(r—q) (p+q) (=pVp) -(pAq) —p
(pA(pVaq) (=pA=(pVa))

ar satslogiska uttryck. Enligt definitionen &r foljande strangar inte satslogiska uttryck, d&ven om
ingen skulle missforsta vad som menas:

() =(-p) (pVv-p)«T)

Enligt den formella definitionen kommer komplicerade uttryck att innehalla manga parenteser.
Vi kommer senare att introducera regler for hur uttryck skall tolkas i franvaro av de foreskrivna
parenteserna. Tills dess nojer vi oss med att tillata att man utesluter det yttersta parentesparet
i ett sammansatt uttryck.

For givna virden pa variablerna i ett satslogiskt uttryck har hela uttrycket ocksa ett san-
ningsvirde. Reglerna for hur man riknar ut detta virde adr utformade sa att de ansluter till
normal anvindning av orden ’inte’, ’och’ etc.

Den logiska icke-operatorn, =, fungerar pa samma sétt som inte i vanligt sprak. Om p har virdet
sanning s har —p virdet falskhet och omvént. Vi kan beskriva reglerna for alla konnektiven i
en sanningstabell.

PIQ[-P[PAQ[PVQ[P=-Q[P<Q
FIF| T | F F T T
T|F|F| F T F F
FIT| T | F T T F
T|T|F | T T T T

Om ett uttryck har virdet sanning for givna vérden pa variablerna sa siger vi att det ar sant.
Omvint, om det har virdet falskhet sa sédger vi att det &r falskt.

Den forsta raden ger virdena for sammansatta uttryck under férutsidttning att bade P och Q
har vardet falskhet.

Och-operatorn A fungerar ofta pa samma sitt som ’och’ i naturligt sprak; P A @) ar sant precis
da bade P och @) dr sanna. I naturligt sprak kan ’och’ &ven ha andra inneboérder. Pastaendet
’han kom in i rummet och han satte sig pa stolen’ betyder inte samma sak som ’han satte sig
pa stolen och han kom in i rummet’. Man maste forsta meningen for att inse att ’och’ i detta
sammanhang handlar om héndelser som sker efter varandra. Sadant kan inte modelleras med
den logiska operatorn.



Aktivitet 2.
Komplettera sanningstabellen

-P|-PVQ

— M- 7Y
=447 no

Overensstammer den sista kolonnen med nagon kolonn i féregaende tabell?

I vanligt sprakbruk &r eller inte lika entydigt. Ibland betyder ’A eller B’ att exakt en av A och
B ar sanna och ibland att minst en av dem &r sanna. I satslogiken &r det den senare betydelsen
som giiller for eller-operatorn V.

Aktivitet 3.
Ar (pAq)Vr=pA(qVr) for alla virden pa p,q och r? Komplettera hela tabellen eller fyll i
en rad som visar att uttrycken kan ha olika vérden.

(pAgVr|pA(gVr) (pAgVr|pA(gVr)

o i B B 1 oS
T T M MR
— T+ -
o B B Wi | S
— -4+ Hp=
— T+ -

Aktivitet 4.
Sanningstabell for (P A Q) — P. Anvénd den for att motivera de tva aterstaende raderna i
sanningstabellen for —.

PlQ|PANQ|(PANQ)—P
F|F T
T|F T
F|T T
T|T T

Den sista operatorn &r ekvivalens, <>. P <> () &r sant precis da P och () har samma vérde.

2.6 Stallighet

Alla &r bekanta med de fyra vanliga aritmetiska operatorerna, +, —, - och /. Ofta har en operator
tva operander och lamnar ett resultat som &r av samma typ som operanderna, men det dr inget
krav. En operator med tva operander kallas fér en bindr operator.

Det finns ocksa operatorer med en operand, undra operatorer. Den logiska operatorn — dr en
sadan. Det finns ocksa en aritmetisk unér operator, —, som har samma symbol som den binéra
subtraktionsoperatorn. I uttrycket —z har vi anvént den unéra operatorn medan 0 — z har den



binédra operatorn &ven om uttryckens virden dr desamma. Att det dr en fundamental skillnad pa
unéra och binéra operatorer framgar tydligt av det meningslosa P—(Q), som inte &r ett uttryck.

Det dr inget som hindrar att man definierar operatorer med fler &n tva operander. Pa svenska
talar man om n-stélliga (eng. n-ary) operatorer som har n operander. Antalet operander kal-
las for stdlligheten (eng. arity). Flerstélliga operatorer kan inte anges med en ensam symbol.
I matematiken &r det ovanligt med flerstéilliga operatorer, men i Java finns det en trestillig
villkorsoperator, e17e2:e3.

Aktivitet 5.
Antag att P, @ och R &r logiska uttryck. Gor en sanningstabell for P?7Q : R .

P?Q:R P?Q:R

=T -y
=4 4 7™ o
M T T T
— M+ T
4 mno
i B e 1=V

Definiera P?(Q : R med hjilp av de vanliga operatorerna,

P?Q:R 2

2.7 Precedens

Om man skriver pAq — p &r det oklart om ¢ &r en operand till A eller —. Detta var anledningen
till att vi anviinde parenteser nér vi angav reglerna for hur satslogiska uttryck bildas. (pAgq) — p
och p A (¢ — p) har olika betydelse.

For att slippa en massa parenteser i storre uttryck infér man ofta konventioner fér hur starkt
en operator binder i férhallande till andra operatorer. Man talar om operatorns precedens och
att en operator har hogre precedens en annan eller precederar dver den.

I aritmetiken har multiplikationsoperatorn, -, hogre precedens dn additionsoperatorn, +. Ut-
trycket = + y - z tolkas alltid som = + (y - 2) och x - y + 2z betyder (z - y) + z. Bindrt — och +
har samma precedens. Nér det forekommer flera operatorer med samma precedens i ett uttryck
behovs regler for hur dessa binder. Vi diskuterar detta i avsnittet om associativitet (sid. 10).

I satslogiken finns ingen allmént vedertagen konvention om precedens. Vissa férfattare anvénder
inga precedensregler och sitter ut alla parenteser. En del infor nagra precedensnivaer medan
andra ger en unik precedens for varje operator. Hér séllar vi oss till den sista gruppen men
tillater oss att sétta ut parenteser nér vi tror att det underléttar for ldsaren. Med ordning fran
hogst till lagst precedens har vi

- AV = &

Detta betyder att p — ¢ +»> —p V ¢ skall tolkas som ((p — q) <> (-pV q)) .

Likhetsoperatorn, =, har néstan alltid lagst precedens av alla operatorer och man brukar inte
ens ange att sa ar fallet ndr man definierar likhet. Man behdver ndstan aldrig sidtta ut parenteser
kring de tva leden i en ekvation.



Aktivitet 6.
Skriv om med alla parenteser:

pAGVT —sVi&ru =
p—rqgérrVoas =

Tag bort alla onddiga parenteser:

PV (mg A ((r=s) & (E—=w) =

2.8 Tautologier

Ett pastaende som &r sant for all virden pa de ingaende variablerna kallas for logiskt giltigt (eng.
valid) eller en tautologi. Ett exempel pa en sadan &#r p V —p. Om P #r en tautologi skriver vi

=P

Det &r enkelt att avgbra om ett pastaende &r en tautologi med hjilp av en sanningstabell.

p|pVp
Fl T
T| T

Aktivitet 7.
Det ir inte uppenbart att R = (=p — —=q) — ((-p — q) — p) é&r en tautologi, men en
sanningstabell verifierar att sa ar fallet.

p|-q|p—=-q|p—=q|(-p—q —=p|R

e B B Wi p [~
— 4 T T

Ett pastaende som alltid dr falskt kallas for en motsdgelse (eng. contradiction). Den enklaste
motségelsen dr p A =p. Negationen till en tautologi &r en motségelse.

Ett pastaende som &dr sant for nagon uppséittning av virden pa variablerna kallas satisfierbart
(eng. satisfiable).

2.9 Raknelagar

Tautologier kan anvidndas for att omforma eller forenkla satslogiska uttryck utan att deras
virde forandras. Det &r ldtt att kontrollera att ——p och p alltid har samma varde. De &r alltsa
ekvivalenta och =—p <> p ir en tautologi. Det &r l4tt att inse att =—— P <+ P blir en tautologi nér
P ersitts med ett godtyckligt satslogiskt uttryck. Néar vi formulerar en riknelag sa gor vi det i
form av ett sddant schema. I stéllet for att tala om ekvivalenser och tautologier formulerar vi
lagarna som ekvationer och en regel sédger att vanster och hoger led alltid &r lika.



Sats.

PAQ=QAP PVQ=QVP
(PAQIAR=PA(QAR) (PVQ)VR=PV(QVR)
-—P =P P—}Q:_'P\/Q

Enligt den forsta raden kan man kasta om ordningen mellan operanderna i en konjunktion och
en disjunktion utan att uttryckets virde férdndras. En binér operator med den egenskapen sédges
vara kommutativ. Generellt géller alltsa for en kommutativ operator, x, att a x b = b a for alla
tillatna vérden for a och b.

Man séger att en binér operator, x, ar associativ om ax (b*c) = (a*b) x ¢ for alla virden pa a,
b och c. Riknelagarna i den andra raden visar att A och V &r associativa.

Nér man anvinder raknelagarna &r det viktigt att man inte utan eftertanke utelamnar parenteser
ndr man erséitter P och () med konkreta uttryck. Om man ersétter P med p — p och @ med ¢
i den forsta riknelagen maste man skriva (p — p) A ¢ = g A (p — p). Utan parenteser dr de tva
leden inte ekvivalenta.

Aktivitet 8.
Visa att p — p A q och ¢ A p — p inte ar ekvivalenta.

Varje riknelag i foregaende sats handlar bara om en operator. Det finns manga lagar som handlar
om uttryck dér tva operatorer dr inblandade. Har foljer de viktigaste.

Sats.

PA(QVR) =(PAQ)V(PAR) PV(QAR) =(PVQ)A(PVR)
“(PAQ)=-PV-Q ~(PVQ)=-PA-Q

Lagarna i den forsta raden kallas for distributiva lagar, A distribuerar éver V och omvént. Man
kan "multiplicera in” pa samma sitt somiz-(y+z) = (z-y)+ (z-2). I aritmetiken distribuerar
- Over 4, men inte vice versa.

Lagarna i den andra raden dr uppkallade efter de Morgan. Alla riknelagarna gar att bevisa
mekaniskt med hjélp av sanningstabeller. Nér det &r tre variabler inblandade behovs 8 rader i
tabellen.

Aktivitet 9.
Vilka uttryck &r tautologier?

p—(@Ar) <& =g AN(pP—r)
(pAg) =71 < (p=r)A(P—q)




2.10 Associativitet

I det aritmetiska uttrycket 3 + 2 + 1 spelar det ingen roll om man beréiknar det som (3 +2) + 1
eller 3 + (2 + 1); resultatet blir i bada fallen detsamma. Motsvarande géller inte for 3 — 2 — 1.
(3—2)—1=0medan 3 —(2—1) = 2. Konventionen foreskriver att det dr den forsta tolkningen
som géller. Man sidger att den bindra operatorn — &r vdinsterassociativ eller att den associerar
at vinster. Om tva operatorer har samma precedens kan man inte foreskriva att den ena &r
vénsterassociativ och den andra hogerassociativ. Konflikten skulle bli tydlig i uttrycket 1 —2+4-3.
Plusoperatorn &r alltsa ocksa vansterassociativ.

Det finns ocksa operatorer som ér hdgerassociativa. Exponentieringsoperatorn dr en sadan. Sjalva
operatorn har normalt ingen egen symbol i aritmetiska uttryck; man skriver den andra operanden
snett ovanfor den forsta, z¥. I tryckt text brukar exponenten vara i en nagot mindre font, men
nér man skriver for hand blir detta inte lika tydligt. Konventionen séger att 23" skall tolkas som
2(3*) = 512 och inte som (23)2 = 64.

Huruvida en operator &ar vinster- eller hogerassociativ &r nagot man bestdmmer for att kunna
uteldimna en del parenteser. Om en operator dr associativ eller ej &r nagot som man bevisar med
hjilp operatorns definition.

Om en operator &r associativ och ensam pa sin precedensniva spelar det ingen roll om man
definierar den som vénster- eller hogerassociativ och man uteldmnar gérna parenteserna som i
pAgAT.

Hur &r det da med operatorn — ? Associerar den at véanster eller hoger? Svaret dr att det
inte finns en vedertagen konvention. Man maste alltsa sétta ut parenteser (p — q) — r eller
p — (¢ — r) beroende pa vilket man menar eller ange vilken konvention man anvénder.

Aktivitet 10.
Nér giller det att (p — q) — r och p — (¢ — r) &r olika?

I matematiska satser och bevis anvinder man ofta symbolen =, som ocksa utlises ’implicerar’
eller formuleras med ’om ... sa’. Eftersom ’implicerar’ anvinds pa olika sédtt och har olika
egenskaper i satslogiken och i matematiska bevis har vi valt att anvéinda olika symboler for dem.

Nér en sats har formen A = B sa dr den bara intressant och anvindbar nir A dr sann medan
p — q &r meningsfullt for alla virden pa variablerna. Satsen &r sann &ven om A é&r falsk och da
spelar det ingen roll om B &r sann eller falsk. Det &dr pa det viset vi valt att definiera —.

I bevis skriver man ibland A = B = C och drar sedan slutsatsen A = C. I var satslogik &r
inte p — g — r meningsfullt och &ven med utsatta parenteser &r uttrycket inte ekvivalent med
p = r. A = B = C betyder egentligen att A = B och B = (. Vi aterkommer till detta i
avsnittet om relationer.

2.11 Naturlig harledning

Nér man bevisar nagonting anviander man hdrledningsregler eller inferensregler nir man kombi-
nerar pastaenden som man tidigare bevisat eller antagit vara sanna. En vanlig hérledningsregel
ar avskiljningsregeln. Om man vet att P — @ och P dr sanna far man dra slutsatsen att ) &r
sann. Man ’skiljer av’ @ i P — . Ofta anvénds den latinska bendmningen pa regeln, modus
ponens.

En inferensregel beskrivs ibland grafiskt. Avskiljningsregeln ser da ut pa foljande sétt.
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P P—qQ

MP
o [MP]

Ovanfor linjen finns forutsdttningarna, de pastaenden som maste vara sanna for att man skall fa
dra slutsatsen ). Man kan indikera namnet pa regeln i anslutning till linjen. Ordningen mellan
forutsdattningarna &r inte signifikant.

Néar man anvander hérledningsregeln skall man ersédtta P och ) med satslogiska uttryck. Man
séger att regeln &r ett schema och att anvindningarna ar instanser. Foljande visar tva instanser
av modus ponens.

p j_H”MP] (rAq) @AQYﬁﬁpmﬂﬂ
-p

Nér man anviander hirledningsregler ar det tillradligt att alltid séitta ut parenteser kring sam-
mansatta uttryck och sedan ta bort dem om de inte behtvs. I det hér fallet kan vi undvara
dem.

Nér man gor en matematisk teori maste man ange vilka hirledningsregler som man far anvinda
nir man bevisar satser. I regel finns det ocksa axiom, pastaende som antas vara sanna utan bevis.
Axiomen beskriver de grundldggande egenskaperna hos det som teorin handlar om. I néstan alla
teorier ingar logiken som en integrerad del och man anvinder hérledningsregler som formaliserar
innebérden av de logiska operatorerna.

Vi skall hir ange en del av de hérledningsregler som man anvinder i matematiska bevis. Forma-
liseringen brukar kallas naturlig hdrledning (eng. natural deduction). Med hjélp av hirlednings-
reglerna ar det mojligt att hérleda alla tautologier. Syftet med detta avsnitt dr att visa hur man
gor hirledningar s att det blir mdojligt att kontrollera dem mekaniskt, t ex med ett datorpro-
gram. Om man bara dr ute efter att bevisa att ett uttryck ar en tautologi sa &r det enklare att
mekaniskt fylla i en sanningstabell. Om det finns manga variabler kan man ibland hitta genvigar
genom att utnyttja strukturen pa uttrycket. Det &r dock inte alltid sa; problemet tillhor en klass
av problem som snabbt blir ohanterliga nér antalet variabler okar.

Till varje operator finns regler for att introducera och eliminera den i satslogiska uttryck. Namnen
pa reglerna indikerar huruvida en operator elimineras (E) eller introduceras (I).

Reglerna for A.
PAQ PAQ P Q

P [/\El Q [/\E2] TQ [/\I]

Reglerna ar naturliga. Den forsta siger att om vi vet att P A Q ar sant sa far vi dra slutsatsen
att P &r sann. Den andra regeln sdger motsvarande om ). Den tredje regeln betyder att om vi
vet att P &r sann och att () &r sann sa ar P A @) sann.

Man kan kombinera hirledningsregler sa att slutsatserna i en eller flera regler blir forutsittningar
i andra. En sadan konstruktion kallas for en hdrledning (eng. derivation). En hérledning &r alltsa
ett trdd. En hérledning beskriver ett logiskt resonemang dir pastaendena i loven &r premisser
som &r tillrackliga for att man skall kunna dra slutsatsen i roten.

Med hjalp av de ovan presenterade reglerna gar det att géra en hérledning som visar att om
p A q ar sant sa ar g A p sant. Eftersom det dr ldtt att se vilken regel som anvénts i varje steg
kan man vilja att presentera hérledningen utan indikation om detta. Eftersom ordningen mellan
premisserna inte ar signifikant duger den tredje hédrledningen lika bra.
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PAq PAq PAQ PAq PAgq PAq
— [AB,] — [Ag] — —
q D q D P q
A1 _ _
qgNAp qNADp gNAp

Nér det finns en hérledning som utifran en méngd premisser A leder till slutsatsen () skriver
man

AFQ

Detta kallas for en sekvent (eng. sequent). Med vart exempel har vi visat att {pAq} F gAp.

Aktivitet 11.
Gor en hirledning som visar att {(p Ag) Ar} EpA(gAr).

Det finns nagra inferensregler som tillater att man anvint ett hypotetiskt antagande tidigare
i harledningen. De hypotetiska antagandet skrivs inom hakparenteser nir man introducerar
det och strykes ver nidr man tillimpar regeln. Man séger att man upphdiver (eng. discharge)
antagandet.

Vi moter ett hypotetiskt antagande i introduktionsregeln for — som séger att om vi kan héarleda
Q utifran ett hypotetiskt antagande, P, sa far vi dra slutsatsen P — ) och samtidigt stryka
over hypotesen i hérledningen.

4

Q

—I

P—=qQ =]
[P]

Beteckningen @ symboliserar ett bevistrdd dér det finns ett antal 16v som bestar av P och
Q

en rot som bestar av (). Det kan finnas andra 16v i bevistridet. Hakparenteserna ar till for att
markera de forekomster av P som skall strykas ndr man tillaimpar regeln. Ett exempel pa ett
sadant trad ar

bAgl pAT [p A d]
q r som symboliseras av

gqAT qnT

Nér vi tillimpar héirledningsregeln stryker vi p A ¢ och far

pAgl pAT
q T
gnNT

pPAGq—qANT
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Den enda kvarstaende forutsidttningen dr p A r. Hela hirledningen sammanfattas av sekventen
{pAr}EpAg—=qgANnT.

[P]
I det generella fallet kan @  innehalla noll, en eller flera 16v som &r P. Hérledningen av @

Q
ar ett triad och det &r tillatet att introducera det hypotetiska antagandet pa noll, ett eller flera

stdllen. Nagra enkla exempel pa anvéndning av regeln:

At AE] AE ] 1pt
Ag,] q p — [=1]
— [=1] P [A1] p—Dp
p—Dp — [~1] qADp —[~1]
PAqg—p — [=1] q— (p—p)
PAQ—qNAD

Nér man anvinder introduktionsregeln for — stryker man inget, ett eller flera hypotetiska an-
taganden. I det sista exemplet stryker man inget 16v i det sista steget.

Vi har didrmed visat att 0 Fp = p, 0FpAg—p, 0F-pAg—qgApoch O+ qg— (p— p). Nir
premissméngden dr tom utelimnar man den ofta: - p - p,F pAqg—p,F pAg— gApoch
Fq— (p—p)

Eliminationsregeln for — &r precis det som vi kallade for modus ponens i inledningen.

P P—qQ
Q

[~ E]

Aktivitet 12.

Lat oss anvénda reglerna for att visa att {p — ¢,¢ — r} F p — r. Hérledningen &r
paborjad med ett hypotetiskt antagande. Komplettera hirledningen och indikera vilka reg-
ler som anvénts.

Dl p—q

p—r

Reglerna for Vv:

PVvQ R R P\/Qv PvQ
= [VE]

Den forsta regeln beskriver ett bevis med uppdelning i olika fall. Om man vet att P eller Q ar
sann och var och en av dem medfér att R ar sann sa far man dra slutsatsen att R &r sann utan
att behova tala om vilket av P och ) som &r sann. Introduktionsreglerna ar ldtta att forsta.

13



Aktivitet 13.
Gor en hirledning for {pV (¢ A7)} FpVgq.

Introduktionsregeln for — handlar om motsdgelsebevis. 1 ett motsiagelsebevis antar man mot-
satsen till det man vill bevisa och genomfor ett resonemang som visar att detta leder till en
motsdigelse, dvs tva pastaenden dar det ena &r negationen till det andra.

w7
R R
-P

[~1]

Precis som tidigare ar det tillatet att introducera det hypotetiska antagande noll, en eller flera
ganger. Om man hérlett bade R och =R utan nagra hypotetiska antaganden sa ar det tillatet
att dra vilken slutsats som helst.

Ett enkelt exempel pa anvindningen visar att = —=(p A —p).

fpA—pt fpA—pl
p —p
=(p A —p)

Eliminationsregeln for — skiljer sig fran de andra eliminationsreglerna sa tillvida att den elimi-
nerar tva operatorer pa en gang:
— |7E
P

I och med detta har vi introduktions- och eliminationsregler fér operatorerna A, V, — och —=. Med
hjilp av de givna inferensreglerna gar det att hirleda alla tautologier utan nagra kvarstaende
antaganden och tvirtom. Vi formulerar det som en sats, men bevisar den inte.

Sats. = P om och endast om - P. B

En del tautologier kraver forvanansvért langa hérledningar. En sadan dr p VvV —p dér vi anvander
tre hypotetiska antaganden.
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Aktivitet 14.
Indikera vilken regel som anvénts i varje nod.

-t
fpt pV-p o v—p)t
pV-p =pv—pi o
—p p
—=(pV —p)

pV p
Nér hérledningen ér klar har vi upphévt alla hypotetiska antaganden. Vi har visat att - pV —p.

Det &r ldtt att forsta att man i foregaende hirledning kan byta ut p mot ett godtyckligt satslogiskt
uttryck. Vi skulle kunna ldgga till en ny inferensregel

Pv-P

utan att ddrmed kunna hérleda fler resultat, men det skulle férkorta en del héirledningar. Sadana
regler kallas for hdrledda (eng. derived). I vanliga matematiska bevis anvéinder man ofta sadana
hérledda regler.

Den hérledda regeln ovan skiljer sig fran de ovriga sa tillvida att den saknar premisser. Ett
axiom kan uppfattas som en hérledningsregel utan premisser.

2.12 Teorier

I en matematisk teori (eng. theory) utgar man fran aziom och hirledningsregler och bevisar
satser (eng. theorem). Ett axiom &r ett pastaende som foreskrives vara sant utan bevis. Man
kan séga att axiomen beskriver egenskaperna hos de element som teorin handlar om. I Eukli-
des geometriska teori dr punkt, linje och plan nagra av de fundamentala elementen. En punkt
har ingen utstrackning i rummet och en linje har ingen bredd och kan dérfoér inte synas eller
observeras; de dr bara matematiska abstraktioner.

Nér man bevisar vanliga satser i matematiken genomfors dessa inte sa detaljerat som ovan. Detta
gor att ett matematiskt bevis séllan kan kontrolleras mekaniskt. Man betraktar ett sddant bevis
som korrekt om det ar sa utforligt att ldsaren forstar att det i princip gar att Gversétta det
till ett harledningstrad. Sadana harledningstrad har predikatlogiska uttryck i noderna och vi
behover tillfoga ytterligare nagra héirledningsregler. Vi gor detta i nésta kapitel.

2.13 Historik

Redan de gamla grekerna intresserade sig for logik med Sokrates, Platon och Aristoteles i spetsen.

P& 1800-talet formaliserade Boole logiken. Hans namn aterkommer i datatypen boolean och i
Boolesk algebra. Frege anviande logiken som bas for en formalisering av den grundléiggande ma-
tematiken. Russell och Whitehead fullbordade arbetet i sin Principia Mathematica [4]. Det var i
samband med detta arbete som Russell upptickte det fanns motségelser i Freges beskrivning av
méangdldran, det som nu kallas Russells paradoz. Bevisen i Principia Mathematica dr utomor-
dentligt detaljerade och noggrant genomférda, ungefir som hérledningarna i vart avsnitt om
naturlig hérledning. Pa sidan 379 i volym 1 av 3 bevisar forfattarna (anpassad till var notation)
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Sats.FnelAmel—-nNm=0+-nUme2). R

Satsen sdger visentligen att om n och m &r méingder med ett element sa har unionen av
méngderna tva element precis da skirningen mellan méingderna &r tom. Beviset omfattar 6
rader och hénvisar till lika manga tidigare bevisade satser. I en kommentar till satsen skriver
forfattarna: ”From this proposition it will follow, when arithmetic addition has been defined,
that 14+ 1 = 2.” Boken &r ett av de mest kiénda verken i den matematiska litteraturen, men det
lér inte vara manga som tagit del av alla detaljer.

Naturlig harledning introducerades av Gentzen och Jaskowski oberoende av varandra ar 1934.
En svensk logiker, Dag Prawitz, skrev sin doktorsavhandling om naturlig hérledning [2] och
den refereras ofta. Den gavs ut som en bok nér den skrevs for drygt 40 ar sedan, vilket var de
normala pa den tiden. Det som &r unikt &r att det for nagra ar sedan trycktes en ny upplaga
[3].

En annan svensk logiker /matematiker, Per Martin-Lof, har vidareutvecklat omradet. Hans typ-
teori &r relevant for datavetenskapens grunder.

Aven om vi kan tycka att hirledningsreglerna i avsnittet om naturlig hérledning #r sjilvklara
sa finns det matematiker som &dr skeptiska till hdarledningsregeln som tillater motségelsebevis:

w7
R -R
-P

[=1]

De kraver ett "konstruktivt” bevis for att ett pastaende dr sant; det &r inte tillrickligt att ett
pastaendet leder till en motségelse for att man skall kunna sluta att negationen till pastaendet
ar sant.

Aktivitet 15.
Betrakta

Sats. Denna sats ar falsk. i

Ar satsen sann eller falsk?

2.14 Alternativa beteckningar

Symbolerna i satslogiken &r inte lika standardiserade som i aritmetiken. For sanningsvirdena
anvénds bl a

F f false L 0
T t true T 1

och naturligtvis ocksa orden falskt och sant. Anledningen till att vi anvénder ’sanning’ och
falskhet’ ar att ett viarde bor vara ett substantiv eller ett riakneord snarare én ett adverb eller
ett adjektiv.

For de logiska operatorena finns ocksa alternativ:
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T 1 <>
I —&2
Iy

~

Nir man anvénder motsvarande ord (inte, och, etc.) i 16pande text for att sidtta samman
pastaenden betyder dessa samma sak som symbolerna.

Vissa forfattare skriver 'vilbildade uttryck’ (eng. well formed formula, wif) i stéllet for satslogiska
uttryck som om det fanns en meningsfull anvéindning f6r 'missbildade uttryck’.

Ibland uteldmnar man méngdklamrarna i A - P, och skriver p, g - gAp i stéllet for {p, ¢} F gAp.

3 Predikatlogik

3.1 Motivering

I satslogiken dr de minsta bestandsdelarna satslogiska variabler som kan anta vérdena F och
T. Ndr man anvinder satslogiken har man abstraherat bort allt som variablerna star for utom
deras sanningsvirden. Vi behdver nagot mer uttrycksfullt for att kunna formulera pastaende
som handlar om egenskaper hos objekt eller element. Pythagoras sats ar ett sadant pastaende
som handlar om trianglar.

Sats. Om t &r en ratvinklig triangel s& &r summan av kvadraterna pa kateterna i ¢
lika med kvadraten pa hypotenusan. B

Hér finns tva pastaenden:

1. t &r en réatvinklig triangel.

2. Summan av kvadraterna pa kateterna i t &r lika med kvadraten pa hypotenusan.

Om vi bara intresserar oss for strukturen pa pastaendena sa handlar bada om en triangel, ¢, som
vi inte vet vilken den dr. Om vi later p(t) vara det forsta pastaendet och ¢(t) det andra sa har
satsen formen

p(t) = q(t)

Pythagoras sats handlar inte bara om en speciell triangel utan om alla. I predikatlogiken infor
vi en beteckning for att nagot ar sant for alla viarden pa en viss variabel och vi skulle kunna
skriva

vi.p(t) = q(t)

Operatorn V utldses ’for alla’.

3.2 Mal

Efter att ha studerat detta kapitel och arbetat med forelagda problem och programmeringsupp-
gifter skall du kunna

1. tolka predikatlogiska uttryck.

2. Oversitta pastaenden i naturligt sprak till predikatlogik.
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3.3 Grundldggande begrepp

I predikatlogiken (eng. predicate logic) kan de minsta bestandsdelarna som bér sanningsvirden
ha en inre struktur. I stéllet for satsvariabler har man predikat. Ett predikat &r en funktion av noll
eller flera variabler som lamnar ett sanningsvéirde som vérde. I den rena predikatlogiken spelar
det ingen roll vad funktionerna betyder eller hur man riéknar ut deras virden; man ger bara
funktionerna och variablerna namn: p(x) och ¢(z,y). Som vanligt 4r det ocksa tillatet att sdtta
in konstanter i stéllet for variabler. Nér det &r ointressant vilket virde konstanten har anvander
vi symboler fran borjan av alfabetet, p(a) och ¢(a,y). Nér predikatet inte har nagra variabler,
p, fungerar det som en satslogisk variabel; det kan ha vérdet T eller F, men vi talar inte om
vilket. Nér vi tillimpar predikatlogiken definierar vi predikaten och ger dem meningsfulla namn:
positive(z) = x > 0 och greater(z,y) = x > y och lika girna anvinder vi det definierande
uttrycket som predikat, dvs > 0 och 4 > y. Virdena av predikaten positive(x) och 4 > y beror
naturligtvis pa vad x och y &r.

Man far kombinera predikat med de satslogiska operatorerna pa samma sétt som i satslogiken
till predikatlogiska uttryck.

Slutligen tillkommer tva stycken operatorer som kallas kvantorer (eng. quantifier), universalkvan-
torn eller allkvantorn V och existenskvantorn 3. Om P é&r ett predikatlogiskt uttryck och x &r
en variabel, som kan féorekomma i uttrycket, kan man skriva

(Vz . P) och (3x. P)

Det forsta uttrycket adr sant om P &r sant for alla tillatna virden pa x. Det andra uttrycket ar
sant om det finns nagot virde pa x sa att P dr sant. Om P beror pa andra variabler &n x sa ar
naturligtvis vérdet av (Vz . P) och (3x . P) beroende av dessa.

Om det inte &r klart av sammanhanget vilka virden som &r tillatna kan vi ange det explicit;:
(Vxr e S.P) och (Jz e S.P)

déir S dr méngden av de tillatna vérdena.

Om variabeln z inte féorekommer i uttrycket P betyder (V. P) samma sak som P. Motsvarande
géller (3z. P).

Som tidigare kommer vi att utelimna det yttersta parentesparet i ett helt uttryck.
Néagra exempel:

Lat even(i) vara en funktion som tar ett heltal som argument och som ldmnar viardet T om 4 &r
jdmnt och F om ¢ dr udda. Da dr Vi.even(i) falskt eftersom 1 dr udda medan Vi.even(6i) ar
sant. I dessa fall dr det underforstatt att ¢ skall anta alla heltalsvirden. I dessa exempel skulle vi
kunna skriva Vi € Z . even(i) och Vi € Z . even(61), dér Z betecknar méngden av de hela talen.

Ji . even(i) &r sant eftersom t ex 0 &dr jamnt. Ddremot &r 3i.even(4i + 3) falskt eftersom 47 + 3
dr udda for alla heltal 4.

Aktivitet 1.
Skriv ett uttryck som séger att

a. heltalet ¢ 4r jamt. Anvind 3, * och = men inte divisions- eller restoperator.

b. for alla heltal sa &ar kvadraten pa talet ar storre dn eller lika med talet.

c. det finns nagot heltal sa att kvadraten pa talet ar lika med talet.
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Lat prime(n) vara en funktion som tar ett positivt heltal som argument och som ldmnar vérdet
T om n dr ett primtal och F om s& inte &ar fallet. F6ljande uttryck

Vn.(3p. (prime(p) Ap >n))

siger att for alla n sa finns det ett tal p sd att p ar ett primtal och storre &n n. Annorlunda
uttryckt innebér detta att det finns hur stora primtal som helst. Pastaendet dr sant och det
bevisades av Euklides for 2300 ar sedan.

Om man kastar om ordningen mellan kvantorerna i Euklides pastaende fordndras betydelsen.
Ip. (Yn. (prime(p) Ap > n))

Detta betyder att det finns ett tal som &r ett primtal och som &r storre édn alla tal. Detta &r
uppenbarligen falskt.

Aktivitet 2.
Ibland maste man sjélv forsta att det behdvs kvantorer. Skriv ett uttryck som séger att

a. summan av tva heltal dr alltid densamma oberoende av i vilken ordning operanderna
tages.

b. Kvadraten pa ett jamnt tal dr jAmn.

Aktivitet 3.
I kursen ’Analys i en variabel’ finns foljande definition.

Lat f vara en funktion och antag att varje omgivning av punkten a innehaller
punkter ur Dy. Da siges f ha gransvirdet A da = gar mot a om det till varje tal
e > 0 finns ett tal § = d(e) > 0 sadant att

|z —al] <§

e D; }=>f(as)—A|<e.

Skriv ett predikatlogiskt uttryck som &r sant precis nédr f har gransvirdet A da z gar mot a.

3.4 Syntax

Vi skall presentera den formella grammatiken for predikatlogiska uttryck. I detta sammanhang
ar en term antingen

1. en variabel eller en konstant. Vi anviander ofta bokstaver i slutet av alfabetet som namn
pa variabler, x,y,x,.... Namn pa konstanter viljs fran borjan av alfabetet, a,b,c,....
Konkreta konstanter som 0 och T kan ocksa forekomma.

eller
2. ett funktionsuttryck, f(ti,...,t,), dar f &r ett funktionsnamn med stdilligheten (eng. arity)

n och t1,...,t, dr termer. n &r ett naturligt tal. Stélligheten anger hur manga argument
funktionen har.
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Exempel pa funktionsuttryck dr f(z,a) och f(g(x,y,z), 0).

Ett predikat har antingen formen

1. R(ty,...,t,), dir R &r ett predikatnamn med stélligheten n och t1,...,t, ir termer. n ar
ett naturligt tal.

eller

2. =P, (PNQ), (PVQ)eller (P— @), dir P och @ &r predikat.

3. (Vx.P) och (Fz.P) ar predikat.

3.5 Semantik

Man ger mening, semantik, at ett predikatlogiskt uttryck genom att tala om vad funktions- och
predikatnamn star for. I en tillampning skulle f och g kunna vara

flxy) = a+y

A
g(z,y,2) = x*xy—z

och
A
P(tl, tQ) = 11 > 19

Predikatnamn skiljer sig fran funktionsnamn genom att det star for nagot som ger ett san-
ningsviarde medan funktioner kan ge virden av vilken typ som helst.

3.6 Specifikation

En del av de predikatlogiska uttryck som finns i detta avsnitt handlar om elementen i vektorer.
En vektor har ett givet antal element. I matematiken brukar man numrera dem fran 1 och
uppat. I manga programsprak borjar man fran 0. For att inte behtva ange vilka vérden en
kvantifieringsvariabel kan anta anvinder vi i denna text konventionen att kvantifieringen skall
omfatta alla virden som gor att elementindexen blir giltiga. Om x &r en vektor med elementen
indicerade fran 1 till n betyder salunda Vi.z; # ;11 samma sak som Vi € {1,...,n — 1}.x; #

Li4+1.

Aktivitet 4.
Vad betyder

Vi.xi§$i+1
Vi.Vj.i =7V #,

Vi.xi:yi
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Aktivitet 5.
Lat x och y vara vektorer med lika manga element. Formulera med predikatlogik

a. Alla virden som finns i x finns ocksa i y.
b. Varje element i z &r mindre 4n motsvarande element i y.

c. Alla element i x &r mindre &n varje element i y.

d. Det minsta elementet i z &r storre &n det storsta elementet i y.

3.7 Bundna och fria variabler

Nér vi definierar en funktion dr namnet pa variabeln inte signifikant. f(z) £ 241 och

f(y) £ y+1 definierar samma funktion. P4 samma séitt ir det med x i Vo . P(z) och 3z. P(z).
Det ér tillatet att byta namn pa kvantorvariabeln, sa linge det inte blir nagra namnkollisioner.

Om g(x) L o4 y, dar y far sitt virde av det sammanhang dér definitionen gores, sa far man
inte ersétta x med y. Inte heller far man ersétta y med ett uttryck som innehaller x.

For att kunna definiera substitution i uttryck som innehaller kvantorer infér vi begreppen fria
och bundna férekomster av variabler.

Definition. En férekomst av en variabel dr bunden om det finns en omgivande
kvantifiering ddr variabeln introduceras.

En forekomst av en variabel som inte dr bunden séges vara fri. A

Om det inte finns nagra kvantorer i ett predikatlogiskt uttryck sa ar alla variabelférekomster
fria. I prime(p) A p > n &r bada forekomsterna av p och den enda av n fria.

I 3p.prime(p) A p > n &r alla férekomsterna av p bundna medan férekomsten av n &r fri.

I Vn.3p.prime(p) A p > n ér alla variabelforekomster bundna.

Aktivitet 6.
Markera fria férekomster av variabler i (Vn.n > 0) V (n = 0)

3.8 Substitution

Substitution &dr en vanlig operation i matematik och datavetenskap. Nér vi definierat en funktion
med hjilp av ett uttryck och skall berdkna funktionens virde ar det forsta steget att substituera
variablernas virden i uttrycket. En del integraler ar enklare att berdkna om man forst gor en
listig variabelsubstitution.

Vi kommer generellt att anvéinda beteckningen e[z\t] fér det uttryck man far nér man i uttrycket
e ersitter variabeln x med uttrycket ¢. Det finns en komplikation som orsakas av namnkollisioner
som kraver en omsorgsfull definition. Vi borjar med substitution i aritmetiska uttryck med heltal,
variabler, de fyra aritmetiska operatorerna och parenteser. Dar upptriader ej komplikationen med
namnkollisioner.
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For att slippa problem med utelamnade parenteser forutsitter vi att alla sammansatta uttryck
omges av parenteser. Det finns sex sorters uttryck, e, och vi definierar e[z\t| fér vart och ett av
dem. Vi borjar med numeriska literaler, som 1 och -14. Om n &r en numerisk literal sa har vi

n[z\t] £ n

Om ett uttryck bara bestar av en variabel, v, har vi tva fall

S
8

/

=
Il

t om v och x 4r samma variabel

vz\t] £ om v och x #r olika variabler

(e1+e)z\t] = (erlz\t] + e2lz\t])
(1 —e2)[z\t] = (er[a\t] — eafw\t])
(e1-e)z\] = (erfa\t] - e2lz\1])
(er/e2)fa\t] = (ex[z\t]/e2[z\1])

Dessa definitioner dr rekursiva; vi definierar substitution i sammansatta uttryck med hjélp av
substitution i deluttrycken.

Aktivitet 7.

Hogerleden i de fyra sista definitionerna av substitution tillater tva tolkningar betraffande hur
mycket som skall utsdttas for den sista substitutionen. Sétt ut parenteser sa att det inte rader
nagon tvekan i

(e1[z\t] + ez[2\t])

Vilken precedens skall substitutionsoperatorn ha relativt de aritmetiska operatorerna for att
man skall kunna utelimna parenteserna i hogerledet?

Nér vi gor substitutioner for hand &r vi knappast medvetna om den bakomliggande definitionen.
Vi kan identifiera de variabler som skall ersdttas med ett snabbt 6gonkast och vi brukar kunna
hantera utelimnade parenteser utan storre anstringning. Om vi skall skriva ett program som
utfor substitution maste vi implementera operationen rekursivt pa det sitt som definitionen
foreskriver.

Aktivitet 8.
Utfor substitutionerna

(- x)[x\z+1] =
(y-2)[r\y+1] =
(z-2)[2\z +1[z\x +1] =
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3.8.1 Substitution i kvantifierade uttryck

Substitution i kvantifierade uttryck &dr lite mer komplicerad eftersom det kan bli namnkollisioner
mellan bundna och fria férekomster av variabler. Vi skall alltsa definiera

(Vv . P)[z\t] och (Fv. P)[z\t]

Man skulle kunna tro att det bara &r ersidtta x med ¢ i P, men med nagra exempel skall vi visa
att det inte alltid skall vara sa.

Vi bérjar med
(Vzx e N.z > 0)[z\2]

Héar skulle vi kunna ridkna ut parentesen forst och utfora substitutionen pa virdet. Da blir
resultatet F. Vi vill naturligtvis att resultatet skall bli detsamma om vi forst substituerar och
sedan berdknar virdet. Om vi ersétter  med 2 i (Vo € N.x > 0) sa blir virdet T. Definitionen
av substitution i detta fall skall salunda ldmna uttrycket = > 0 oféréndrat.

Vi har tidigare sagt att namn pa kvantifieringsvariabler &r ovésentligt sa ldnge det inte kolliderar
med nagot annat. Om vi byter x mot y i kvantifieringen

(Vy e N.y > 0)[z\2]
sa blir tydligt att substitutionen inte paverkar uttrycket inom parentes.

Den forsta delen av definitionen skall alltsa vara

(Vo.P)[z\t] = (Vv.P) om v och x #r samma variabel (1)

(Vy e N.y > z)[z\2]

finns inga problem. Uttrycket inom parentes har olika viarden beroende pa vilket véirde x har.
Substitutionen innebar att vi bara ar intresserade av dess virde nar x = 2.

I uttrycket
(Vy €Ny > z)[z\y — 1]

ar det y som finns i [z\y — 1] inte samma variabel som introduceras i parentesen; kvantifieringen
tar slut vid hogerparentesen. Om vi substituerar rent mekaniskt far vi (Vy € N.y >y — 1) dér
V har "fangat” den tidigare fria férekomsten av y i y — 1. Losningen pa problemet &r enkel;
vi byter ut kvantifieringsvariabeln z mot en annan variabel som inte finns i det uttryck vi vill
substituera in.

(VzeN.z>z)x\y — 1]
Vi har alltsa tva fall. I det enkla har vi inte har nagon namnkollision
(Vo.P)[z\t] £ (Vo.P[z\t]) om v och x &r olika variabler och v inte dr frii¢ (2)

Fallet med namnkollision aterfores pa det enkla fallet med

(Vo.P)z\t] £ (Vz.((P[v\2])[z\1])) om v och x olika variabler,

v forekommer i t och z &r en "ny” variabel (3)
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3.8.2 Stora operatorer

Det finns ”stora” A- och V-operatorer som har samma relationer till de sma som ) har till +.

PAN---ANP,=Vie{l,...,n}. P,

!
[|>

N
Il
—

PvVv---vVP,=3ie{l,...,n}. P

g
[|>

@
Il
—

Aktivitet 9.
Det vore praktiskt om

n k n
AP = (ANPIACA P)
=1

i=1 1=k+1
n k n
VE = (Vv R)
i=1 i=1 i=k+1

for alla 0 < k < n. Hur skall man definiera de stora operatorerna nir antalet operander &r 0.

3.9 Inferensregler

Eftersom kvantifieringar kan goras 6ver méangder med oéndligt manga element sa finns det ingen
generell motsvarighet till satslogikens sanningstabeller. I regel &r man héanvisad till att anvénda
inferensregler.

Inferensreglerna for satslogiken géller oférandrade for predikatlogiken. Det tillkommer regler for
kvantorerna. Till reglerna hor bivillkor for att forhindra namnkollisioner.

P VY. P
v
Va.P Plz\t]

Den forsta regeln séiger att om man har ett bevis for P som far innehalla variabeln x sa far man
dra slutsatsen att P giller for alla x. I hirledningen av P far det inte finnas nagra (oupphévda)
antaganden om x.

Den andra regeln séiger att om P dr sant for alla x sa dr P sant om vi ersédtter x med ett godtyck-
ligt uttryck ¢t. Detta betyder implicit att kvantifieringar alltid gors 6ver icketomma méngder.

Foljande hirledning visar att Vo .Vy. P(x,y) b Vy . Va. P(x,y).

Va .Yy .P(z,y)
Vy. P(x,y)
P(z,y)
Va. P(x,y)
Yy .Va . P(z,y)

£
VE]
V1]

V1]
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Om man bryter mot bivillkoret for [V;] sa kan det bli fel:

_ [felaktig anvindning av V]
Ve.z =0

_>
:z:zO—)Va:.:L‘:O[ d

Inferensreglerna for 3 ar

Plz\t] ) Ju. P Plewiid

E
dz . P ! Q ]

Den forsta regeln handlar om ett pastaende P som beror pa en variabel z. Om vi har ett bevis
for att P &ar sant om vi har ersatt  med en konstant eller en mer komplicerad term ¢ sa far vi
dra slutsatsen dz . P.

Den andra regeln siger att om vi bevisat att det finns nagot virde pa x som gor att P &r sant
sa kan vi kalla detta vérde for y utan att veta vilket det #r och anvinda P[z\y| i hirledningen
av ). @ far inte inte innehalla y och i hirledningen av @ far det naturligtvis inte finnas nagot
annat antagande som handlar om y.

3.10 Kvantorernas rackvidd och parenteskonventioner

Om man uteldmnar parenteserna kring konjunktionen i V. (P(x) A Q(z)) intrader tvetydighet.
Den gingse konventionen siger att kvantifieringar omfattar sa mycket som maojligt av det logiska
uttrycket som eventuellt omslutande parenteser tillater. Detta betyder t ex att V. 3y. P(y) V
Q(z) skall tolkas som V. (Jy.(P(y) V Q(x))).

3.11 Raknelagar

Det finns alltféor manga riknelagar som handlar om kvantorerna och logiska operatorerna for att
det skall vara meningsfull att rékna upp dem. Manga &r latta att forsta

Ve.PANQ = (Vz.P)A (Vz.Q)
Ve .Vy.P=Vy.Vz.P

men man skall inte forledas att tro att alla snarlika formler géller. Om man byter ¥V mot 3 i
ekvationerna ovan géller de i regel inte.
Sarskilt anvindbara dr motsvarigheten till de Morgans lagar i satslogiken:

~(Vz.P) =3z.-P
—(3x.P)=Vz.-P

Vi kan anvénda inferensreglerna fér att bevisa riknelagarna. Vi genomftr en del av detta bevis
genom att bevisa {Vz.—-P(z)} F =(3z. P(x))

BHe—Ptar Vr.-P(x
— [3&] o o) VE]
P(a) —P(a)

—(3z.P(z))

Vi kan anvénda [—;] for att dra slutsatsen - (V. —P(x)) — —=(3z. P(x)).
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4 Mangder

4.1 Motivering

Méngden dr den mest grundliggande diskreta strukturen. Nistan alla matematiska begrepp gar
att aterfora till méngdlirans begrepp och néstan alla matematiska virden gar att representera
med méngder. Anledningen till att vi skriver 'néstan’ forklaras i avsnitt 4.13.

Méngdlaran har tre grundliggande begrepp, mdngd (eng. set), element och tillhér (eng. belongs
to), som inte definieras med mer primitiva begrepp.

4.2 Grundliggande begrepp

En méngd bestar av element. Vi foreskriver inte ndrmare vad som far vara element, men vi kom-
mer att vara generosa. I vara inledande exempel kommer elementen att vara tal. Om méangden
ar liten kan vi beskriva den genom att rikna upp elementen. Vi skriver {1, 3,5} For att beteckna
méngden som innehéller de tre talen 1, 3 och 5.

Vi betraktar tva mingder som lika om de har precis samma element. Néar vi beskriver en méngd
pa detta sitt spelar det ddrfor ingen roll i vilken ordning vi réknar upp elementen; {1, 3,5} och
{3,1,5} beskriver samma méngd. I uppréakningen undviker man att ta med samma element flera
ganger, men dven {3, 1,5, 1} beskriver samma méngd.

Den méngd som inte innehaller nagra element kallas fér den tomma mdngden (eng. empty set),
{}. Den betecknas ocksa med 0.

Om ett element x tillhor en méngd M skriver vi z € M. Om sa inte &r fallet skriver vi x & M.
Det géller alltsa att 3 € {1,3,5} och att 2 ¢ {1,3,5}. Nér vi skriver z,y € M betyder detta att
r € M ochye M.

En del méngder har standardiserade namn:

e N betecknar méngden av naturliga tal (eng. natural number). Den innehaller talen 0, 1,2, 3
etc.

Z &r méangden av hela tal (eng. integer). Den innehaller talen 0,1, —1,2,—2,3, —3 etc.

e Q #r méngden av rationella tal (eng. rational number). Den innehaller alla braktal pa
formen %, dir p € Z, ¢ € N, q # 0 och p och ¢ inte har nagon gemensam faktor stérre &n

1.

e I kursen i endimensionell analys &r méngden av reella tal (eng. real number), R, funda-
mental.

e I logiken anviinder vi B 2 {F, T} med sanningsviirdena F(falskt) och T(sant).

4.3 Kardinalitet

For en dndlig médngd M anvénder vi beteckningen |M| for antalet element i mingden. Vi har
alltsa att |{1,3,5}| = 3 och || = 0.

Vi kommer att anvéinda samma notation for storleken av oéndliga méngder och kalla det for
méngdens Kardinalitet (eng. cardinality). Det visar sig att odndliga méngder kan ha olika kardi-
nalitet. |N| och |Z| har samma kardinalitet och vi anvénder beteckningen ¥y for den. Symbolen
utlises alef-noll. N dr den forsta bokstaven i det hebreiska alfabetet. |R| &r ”storre”.

26



Aktivitet 1.
Vad éar

I{1,3,1,5}| =
{0} =

4.4 Maingdbyggare

For stora eller odndliga mingder ar det inte mojligt att beskriva en méngd genom att rdkna upp
elementen. Ibland kan vi vara informella och lita pa ldsarens intelligens och skriva {0,1,2,...}.
Ett béttre sdtt dr att anvinda mdngdbyggare (eng. set builder). Vi anvénder skrivséttet {z €
U | p(x)} for att beteckna méngden av element x € U sadana att p(z) &r sant. p(z) &r ett
logiskt uttryck som beror pa x, ett predikat (eng. predicate). I detta sammanhang kallas U for
universalmingden (eng. universal set).

Mingden av de positiva heltalen dr salunda {z € Z | z > 0}.

Ibland anvinder man Z* som beteckning fér denna méingd. Motsvarande notation anvinds i
QT och R*.

Definition. Z+ £ {z € Z |z > 0}. JAN

Méngden av alla naturliga tal som dr mindre &n 10000 dr salunda {x € N | z < 10000}.

Nér det ar uppenbart av sammanhanget vad som &r universalméngd tillater vi oss att utelamna
den, {z | p(x)}.

Mingden av alla udda naturliga tal som dr mindre &n 10000 beskrivs av {z € N | z < 10000 A
x mod 2 = 1}. Ibland anvéinder man kommatecken i stéllet fér A och skriver {x € N | z <
10000,  mod 2 = 1} for samma méngd.

Vi tillater oss ocksa att skriva ett uttryck till vinster om |. {2xn+ 1| n € N, n < 5000}
beskriver samma méngd som ovan.

Aktivitet 2.
Beskriv foljande méangder med hjilp av méngdbyggare.

a. Méngden av alla naturliga tal som inte &r delbara med 3

b. Méngden av alla primtal.

4.5 Induktivt definierade mangder

Vi kan definiera méngden av alla satslogiska uttryck, P, som den minsta méngd med féljande
egenskaper:

e Om z ar ett variabelnamn sa = € P.

e Om PePsa—-PeP.
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e Om P € P och Q € P sa tillhor alla (P AQ), (PV Q) (P — Q) och (P < Q) ocksa
méngden P.

Vi kénner igen kompositménstret.

Detta kallas for en induktivt definierad mdngd. En sadan innehaller ett eller flera basfall och ett
eller flera sammansatta eller induktiva fall. Typer i programsprak dr en sorts méngder och en
rekursiv typ svarar mot en induktiv definition.

4.6 Delmadngder

En mingd M; &r en delméngd av en mangd Ms om alla element i My ocksa dr element i Ms.
Vi skriver My C M.

Definition.
M, C Moy 2 Ym.mée My — m € My

A

Vi har en god forstaelse av vad en delméngd ar sa foljande sats kommer inte som nagon
overraskning.

Sats. Om ACBoch BC(CsaarACC.

Vi genomfor ett bevis av detta mer for att demonstrera hur ett bevis gar till &n att overtyga
nagon misstroende.

Bevis. Antag att a € A. Detta betyder att a dr ett godtyckligt element i A, men att a &r samma
element i hela beviset. Vi skall visa att a € C.

Av definitionen pa A C B sa foljer att a € B. Eftersom B C (' sa giller pa samma sétt att
aeC. O

Detta bevis &r typiskt for hur man bevisar satser i matematiken med en blandning av formler och
naturligt sprak och utan att ange vilka hérledningsregler som anvinds. Med hjélp av reglerna for
naturlig hirledning kan vi genomféra samma bevis helt formellt. Nar man séger att ett vanligt
matematiskt bevis ar korrekt menar man att det gar att oversétta till ett helt formellt bevis.

Bewis.
{Ym.meA—-meB, Vm.meB->meC}FVm.mecA—-meC

Vm.meA—-meDB
meA—-meBRB A} Vm.meB—-meC

m e B meB—-meC

me(C

meA—-smeC

Vm.meA—meC
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Ibland anvéinder man A C B for att ange att A C B och A # B.

Vi har tidigare talat om att tva méangder ar lika om de har samma element. Vi kan nu definiera
detta formellt:

Definition. My = My = M; C My A My C M, A

Aterigen har vi en god intuition f6r vad likhet mellan méngder betyder, men vi kan ocksa bevisa
foljande raknelagar utan att anvénda intuitionen.

Sats. Antag att My, Ms och M3 godtyckliga méngder. D& géller

My = M.
Om M1:M2 sa, 4r MQZMl.
Om M1 = MQ och M2 = M3 sa Ar M1 = Mg.

|
Vi bevisar det andra pastaendet for att illustrera hur det gar till.

Bevis. Antag att M = M. Enligt definitionen pa likhet géller da att My C My och My C M.
Vi anviander dessa fakta i omvénd ordning i definitionen av likhet och finner att My = My. [

Den tredje rédknelagen bevisas enklast med hjélp av foregaende sats.

4.7 Maiangdoperationer
Unionen av tva méngder innehaller alla element som tillhér minst en av méngderna.
Definition. M UM, £ {z |z € M, Va € My} A
Snittet (eng. intersection) mellan tva méngder innehaller alla element som tillhér bada méngderna.
A

Definition. My N My = {z |z € My Ax € Ma}. JAN

Komplementet av méangden M; i méngden Ms &r méngden av alla element i M; som inte &r
element i M>.

Definition. M; — My £ {z € M, |z & My} A
Nér universalméangden U &r underforstadd sa dr definierar vi komplementmdngden.

Definition. M = U — M A
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4.8 Precedens och associativitet

I varje riaknelag ovan finns tva eller flera operatorer om vi rdknar = som en operator. Lisaren
hade formodligen inga svarigheter att forsta vad som var operanderna till varje operator. Har
finns inte heller nagot att tveka om; operanderna far fel typ om man grupperar fel. Den forsta
lagen skall tolkas (AUQ) = A. 0 = A #r ett korrekt uttryck, men AU () = A) &r det inte eftersom
bada operanderna till U skall vara méngder.

I AUB = BU A finns ocksa bara en rimlig tolkning, (AU B) = (BU A).

I méngdldran brukar man ge U och N samma precedens vilket gor att man ofta maste anvinda
parenteser for att gora tolkningen entydig.

4.9 Raknelagar

Det finns manga réknelagar for mdngdoperationerna. De flesta &r ”sjélvklara” utifran var forstaelse
av operationerna och de formella bevisen dr mycket korta.

Sats.
AUD=A AND =10
AUA=A ANA=A
AUB=BUA ANB=BNA
ACAUB ANBCA

|

Vi ser att bade U och N &r kommutativa.
En operator, x, sddan att axa = a for alla a sdges vara idempotent. Bade U och N dr idempotenta.

Foljande rédknelagar ar direkta motsvarigheter till réknelagarna fér A, V och —.

Sats.

|
Vi bevisar den forsta lagen i rad tva.
Beuis.

re AU (BNQO) re€AvzeBNC
r€AV(xe BNz e ()

(re AvzeB)AN(x e AVzxeC)
(re AUB)AN(z € AUC)

(z € (AUB)N(AUCQ)

toe 0

O]

Vi ser att bade U och N ar associativa och kommutativa och att de distribuerar over varandra.
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4.10 Potensmingd

Méngden av alla delméngder till en méngd kallas potensmdngden (eng. power set).
Definition. P(M) £ {S|S C M}. A

Det finns fyra olika delméngder till {1,2} sa att P({1,2}) = {0, {1}, {2}, {1, 2}}.

Ibland anvinds dven beteckningen 2™ for potensméngden till M. Den #r inspirerad av foljande
sats.

Sats. Om M ir en éndlig mingd sa ar [2M| = 2/M m

4.11 Partionering

Ibland delar man upp en méngd i disjunkta icketomma delméngder. En sadan uppdelning kallas
for en partionering (eng. partition). Tva exempel pa partioneringar av {1,3,5} ar {{1,3},{5}}

och {{1}, {3}, {5}}.

Aktivitet 3.
Anvind predikatlogik for att ge ett villkor for att {A;, Ao, ..., Ay} dr en partionering av A.

4.12 Produktmingd

Ett par (eng. pair) har tva komponenter. Om komponenterna &r a och b betecknar vi paret med
(a,b). I matematiken &r ordningen mellan komponenterna i ett par i regel signifikant. (1,2) och
(2,1) &r olika par. Nar man vill poéingtera detta sdger man att paren dr ordnade (eng. ordered).

Tva stycken par ar lika om de har samma komponenter.
Definition. (al,bl) = (ag,bg) £ (a1 = CLQ) VAN (b1 = bg) A

Nér vi bildar par kommer komponenterna fran mangder. Méngden av alla par déir den forsta
komponenten kommer fran mingden M; och den andra komponenten fran Ms kallas produkten
av My och M.

Definition. M7 x My 2 {(ml,mz) ’ m1 € My, mo € Mg} A

En produktméngd kallas ofta for en kartesisk produkt (eng. Cartesian product). Namnet kar-
tesisk kommer fran den franske filosofen och matematikern Descartes med den latinska formen
Cartesius. Descartes rekryterades till det svenska hovet av drottning Kristina. Descartes dog i
lunginflammation pa Stockholms slott ar 1650.

Man kan naturligtvis definiera tupler (eng. tuple) med flera komponenter och motsvarande
produktméngder. Eftersom vi bildar en produkt av flera méngder &r det naturligt att anvinda
produktoperatorn II.
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Definition. M; x My x My = {(m1,mg,ms) | m1 € My, mg € My, Ms} etc.
My x My x - x M, = {(m1,ma,...,my) | m1 € My,mg € My,...,my, € My,}

eller

[l

{(m1,ma,...,my) | Yk € {1..k} . my € My}

n
[] 2
k=1

4.13 Russells paradox*

Bertrand Russell upptickte att det inte var mdojligt att bilda méngder pa det sédtt som Cantor
och Frege utgatt ifran utan att det ledde till motsigelser. Lat oss anta att det finns en méangd
U som innehéller alla méngder. Bilda mangden

M2 {SeU|S¢S}

Vi kan nu fraga oss om M tillhér M eller ej.

Om M € M skall enligt definitionen M inte tillhéra M, M ¢ M. Detta kan inte vara fallet.

Om i stéllet M ¢ M sa skall M € M, vilket &r lika omgjligt. Vi tvingas dra slutsatsen att vart
antagande om att U dr en méangd inte kan vara riktigt.

5 Alfabeten och sprak

I vanligt sprakbruk betyder alfabet de tecken (bokstéiver), som anvinds for att bilda ord i ett
sprak. Det finns olika slags alfabet: svenskt, engelskt, grekiskt etc. Hér skall vi behandla formella
sprak dar ett alfabet &dr en &dndlig icketom méangd vars element kallas symboler. Som exempel
har vi det svenska alfabetet, {A,a, B,b,...,06}, och det binéra, {0,1}. Symbolerna i ett alfabet
behover inte vara vanliga tecken utan kan vara vad som helst. Nar vi studerar programsprak
kommer vi att ibland att anvinda alfabet som innehaller symboler som begin, end och <=.

Vi kommer ofta att anvinda ¥ som namn pa det aktuella alfabetet och o som namn pa en
godtycklig symbol i alfabetet, o € 3.

Med en string pa ett alfabet menas en #ndlig foljd av symboler ur alfabetet. Till exempel
ar 001 och 1 strangar pa det binéra alfabetet. En stréng som inte innehaller nagra symboler
kallas for en tom strding. Eftersom en tom strang inte syns nér den skrivs ut anvinder vi en
sérskild beteckning, €, nér vill gora forekomsten tydlig. Om vi formellt vill visa egenskaper hos
de operationer vi infér maste vi definera bade stringar och operationer formellt. Vi anvander
en induktiv definition:

Definition. Lat X vara ett alfabet.
€ ar en string pa X.

Om o € ¥ och « dr en string pa ¥ sa dr oo en string pa 3. A

Operationer pa strangar definieras ocksa induktivt. Vi bérjar med lingden av en string. For
lingden av strangen « anvénder vi beteckningen |« .
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Definition. |¢] £ 0
loal £ 1+]al A

Man kan sétta ihop, konkatenera, tva stringar. Nar vi vill vara tydliga anvinder vi symbolen o
for konkateneringsoperationen.

Definition.
A
Eox = «

(ca)o B £ o(aop) A

Man kan visa att stringkonkatenering &r associativ, dvs att (o) oy = avo (Soy) vilket gor att
det inte &r nodvandigt att tala om vilken av konkateneringarna utforas forst; resultatet blir i bada
fallen detsamma. Vi skriver dérfor a o 5 o 7. Ibland underforstar vi konkateneringsoperationen
och skriver af~.

Man anvinder beteckningen ot for att beteckna den string man far genom att reversera stringen
a. (abe)® = cba.

Om w = ao for, dir «, 8 och ~ ar stringar kallar vi « for ett prefix, v ett suffix och 8 en
delstring till w. « kallas for ett dkta prefix om w # a och analogt fér de andra begreppen.

Om « &r en string definierar vi o™, n € N induktivt:

=)
[l

nt+l 4 n

For induktivt definerade méngder har vi alltid en induktionsprincip, som definierar vad som
menas att visa att ett pastaende giller for alla element i mingden. For striangar lyder den som
foljer:

Inferensregel. Antag att P(s) dr ett predikatlogiskt uttryck som handlar om en
string s pa alphabetet . Om vi kan visa att

1. P(e) dr sant och om

2. P(a) = P(oa) for alla 0 € ¥ och alla stringar « pa alfabetet,

sa far vi dra slutsatsen att P(s) &r sann for alla stringar s pa alfabetet X. ¥
Detta &r den inferensregel som beskriver ett induktionsbevis. Med var vanliga notation har vi

P(e) Vo .Va.P(a) = Ploa)
Va. P(a)

Med ett sprak pa ett alfabet menas en méngd stringar pa alfabetet. Méngden {jag, du, ni, vi, de}
ar ett sprak pa det svenska (och engelska) alfabetet. Méngden {e,0,1,01} dr ett sprak pa det
binéira alfabetet. Méngden av alla stringar pa {0, 1} &r ett sprak.

Den mingd som inte innehaller nagra element betecknas (). Denna méingd 4r ocksa ett sprak,
det tomma spraket.
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Eftersom sprfi]ii dr méngder kan vi anvinda de vanliga mingdoperationerna, U, N, \ (méngd-
differens) och (komplement) pa sprak.

Om L; och Lo &r sprak sa ar Ly \ Lo £ {weLl|w¢ Ly}
Om L #r ett sprak pa ¥ sa dr L méngden av alla stringar pa 3 utom de som tillhér L.

Vi definierar konkateneringen av tva sprak som méngden av alla stringar som erhalles genom
att konkatenera en string ur det forsta spraket med en string ur det andra. Vi anvinder samma
symbol for operationen som for strangar och tillater oss att utelimna den.

L0y 2 L1y £ {uov]ueLl/\UELg}

Vi definierar ocksa L*, diir k &r ett naturligt tal, som spraket av alla stringar man far genom
att konkatenera exakt k strangar ur L:

[l

LY = {e}
LFY 2 [ ok

och

L2 | Jr*

(G:

k=0

L* innehaller alla stringar man erhaller genom att konkatenera ett dndligt antal striangar ur
L. L* kallas for holjet (eng. closure) till L. Vi definierar ocksa det positiva héljet till L med
Lt 2 Lol

Exempel. Om L = {a, bb} sa &r
L* = {e¢,a,bdb, aa, abb, bba, aaa, . ..}

och
L™ = {a,bb,aa,abb, bba, aaa, ...}

O

Man brukar inte skilja pa symbolerna i ett alfabet och motsvarande stringar pa alfabetet med
langden ett. Med denna konvention blir ¥ ett sprak (pa sig sjialvt) och ¥* betecknar méngden
av alla stringar pa Y. Varje sprak pa > dr en delméngd av X*.

Lat ¥; ={a,...,z} och ¥2 ={0,...,9}. Spraket som bestar av alla tillatna namn i Pascal kan
skrivas 21(21 U 22)*

Vi kan relatera de inforda begreppen till ett naturligt sprak som till exempel det svenska.
Méngden av alla svenska ord #r ett formellt sprak pa det svenska alfabetet, {a,...,6}. De
svenska orden &r i sin tur det alfabet som anvinds for att bygga upp meningar i det svenska
spraket. I skriftspraket ingar ocksa versaler, mellanslag och andra skiljetecken, som vi bortser
fran i detta sammanhang.
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6 Reguljara uttryck

I unix-skal finns enkla monster fér filnamn med * och ?. En del program, t ex emacs, egrep
och sed, erbjuder mojlighet att soka efter strdngar som matchar mer komplicerade moénster
som beskrivs med reguljira uttryck. I Java-paketet java.util.regex finns ocksa klasser som
tillhandahaller sadan funktionalitet.

Ett reguljart uttryck beskriver ett sprak och de ndmnda programmen kan alltsa avgéra om en
given strang tillhor spraket. T ex sa beskriver utrycket 0 | 1- (0 | 1)* det sprak som innehaller
alla binéra tal utan onddiga inledande nollor, {0,1,10,11,100,... }. I detta uttryck &r 0 och 1
symbolerna i alfabetet medan |, - och * &r operatorer som kan férekomma i reguljira uttryck.
Parenteser anvinds som vanligt for att gruppera.

Definition. Mangden av reguljara uttryck pa alfabetet 3 definieras av

@ &r ett reguljirt uttryck

€ ar ett reguljart uttryck

om g € ¥ sa &r o ett reguljart uttryck

om « och (3 ar reguljira uttryck sa dr (a - () ett reguljart uttryck
om « och (3 ar reguljira uttryck sa dr (a | () ett reguljart uttryck

om « &r ett reguljart uttryck sa ar o* ett reguljart uttryck

A

Vi har anvint ett tjockare typsnitt i ) och € for att gora det tydligt att de dr reguljira uttryck
och inte den tomma méngden och den tomma strangen. P& samma sétt gor vi inledningsvis nér
en symbol i alfabetet ¥ anvénds i ett reguljért uttryck.

Nér vi skriver reguljdra uttryck exakt enligt denna definition séger vi att de dr pa kanonisk
form.

Exempel.
0 a (a-b) (((a|b)-a)-(b-a)")
ar reguljira uttryck pa alfabetet {a,b}. ¢
Den normala konventionen &r att * har hogst precedens f6ljt av - och ldgst | nir man utelimnar
parenteser och man inte skriver ut -. Det sista uttrycket kan alltsa skrivas ((a | b)a)(ba)*. Nar

vi har definierat hur man rdknar ut virdet av ett reguljart uttryck kommer vi att se att bade -
och | dr associativa sa att vi kan undvara ytterligare nagra parenteser, (a | b)a(ba)*.

6.1 Semantik

Virdet av ett reguljiart uttryck ar ett sprak. Ordet semantik betyder 'mening’ eller "betydelse’.
For att tydligt skilja pa ett reguljart uttryck och uttryckets virde kommer vi i denna kurs skriva
L(a) nér vi menar det sprak som dr virdet av uttrycket a. Definitionen av £ &r induktiv med
ett fall for varje sorts reguljéart uttryck.
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Definition.

L0) 20 L(af) £ L()L(B)
L(e) = {e} Lla]B) = L(a)UL(B)
R Lo) = {o}, ocE€X L(a*) = (L(a)*

I den forsta fallet, £(@) = 0 &r @ i vinsterledet ett reguljirt uttryck medan ) i hogerledet ér
den vanliga tomma méngden.

I det andra fallet &r det tydligare att bokstaven epsilon betyder helt olika saker nér den anvinds
som ett reguljirt uttryck och nér den &r ett namn pa en tomma stringen. Det sprak som e
betecknar, {e} &r inte sdrskilt intressant, men € dr praktiskt att kunna anvéndas som en del i
mer komplexa reguljara uttryck.

Uttrycket o betyder ocksa ett sprak med bara ett element, men ar nédvindigt som bas néir man
skall beskriva storre sprak.

Med hjdlp av | och (den osynliga) - kan man beskriva sprak med flera stringar och lingre

strangar.

Exempel.

L(ab) = L(a)L(b) = {a}{b} = {ab}
L(a|b)=L(a)UL(D) ={a} U{b} ={a,b}
L((a|b)(a]b))=L(a]|b)L(a]b)={a,b}{a,b} ={aa,abd,ba,bdb}

O

Stjarnoperatorn ger oss mojlighet att beskriva sprak med odndligt manga element.

Exempel.
L(a") = (L(a))" ={a}” = {¢,a,aa,aqaq, ...}
L(a(a|b)*) =---={a,aa,ab,aaa, aab,aba,abd, ...}
O

En del forfattare anviinder U i stéllet for | i reguljira uttryck. Det ér lidtt att forsta varfor. I vart
sammanhang &r det en fordel att ha olika operatorer i reguljdra uttryck och méngduttryck.

I matematiken har man séllan anledning att skilja pa ett uttryck och uttryckets virde. Néar
man skriver ett uttryck menar man néstan alltid dess vérde. I programsammanhang &r det
annorlunda. Om man i ett program skriver uttrycket x*x+1 sa &r det dess virde som skall
beridknas med anvindning av det virde x har vid tillfallet. Om man matar in x *x + 1 i Matlab
eller Maple sa maste uttrycket sjilv sparas for att kunna berdknas eller t ex deriveras vid ett
senare tillfille.

Exempel. Det reguljira uttrycket (0 | 1)* betecknar spraket av alla binéra stréngar.

LO0]1)%)=(L0]1)=(LO)uL1)={oyu{lh)*={0,1}" =
{¢,0,1,00,01, 10,11, 000, ...}
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Exempel. (0 | (1(0 | 1)*)) beskriver spraket av alla bindra stringar utan extra
inledande nollor, {0,1,10,11,100,...} ¢

6.2 Utvidgad notation

Reguljara uttryck anvinds ofta for att beskriva hur man far skriva numeriska konstanter och
variabelnamn i programsprak. I sadana sammanhang infér man ofta ytterligare nagra konstruk-
tioner. I stéllet for att skriva 0| 1|23 ]4]5|6|7]8]9 tillater vi oss [0 — 9].

Om man vill upprepa nagot en eller flera ganger skriver man ett plustecken i stéllet for stjarna,
[0 —9]" =[0—9][0 — 9]*.

Ett fragetecken efter ett reguljért uttryck betyder upprepning ingen eller en gang, o7 - | €.
Operatorn har samma precedens som * och +.

Det kan ocksa vara bekvimt att séitta namn pa reguljira uttryck och anvinda dessa namn i
andra reguljira uttryck. Den utvidgade notationen innebér inte att man kan beskriva flera sprak
utan bara att en del beskrivningar blir kortare.

Exempel.

DIGIT 2 [0—9]
NAT £ DIGIT*
INT £ (—)?NAT
FLOAT £ INT .NAT

O

Det ar emellertid inte tillatet att anvinda sadana namn rekursivt. En sddan utvidgning behand-
las i kapitlet om grammatik.

6.3 Reguljira uttryck med Java

I java.util.regex finns tva klasser for effektiv matchning med reguljara uttryck. Om samma
reguljira uttryck skall anvindas flera ganger ”kompileras” det forst:

Pattern p = Pattern.compile("a*b");
Matcher m = p.matcher("aaaaab");
m.matches();

boolean b

Kompileringen skapar en tillstandsmaskin som representeras av en tabell med tillstandsévergangar.
”Matcharen” innehéller ett tillstdnd som beskriver hur langt matchningen kommit i stringen,
som alltsa kan utforas en bit i taget. Metoden matches () forsoker matcha det reguljéra uttrycket
mot hela strangen.

Om det reguljara uttrycket bara skall anvindas en gang skriver man:

boolean b = Pattern.matches("axb", "aaaaab");
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7 Grammatiker

De sprak som kan beskrivas med reguljira uttryck dr tdmligen primitiva. Man har bara tre
operationer: en for sammaséttning, en for alternativ och en fér upprepning.

Tidigare i kursen har vi haft anledning att diskutera den externa eller konkreta representationen
av aritmetiska uttryck. Reguljara uttryck dr for primitiva for att kunna beskriva méngden av
aritmetiska uttryck.

Ett uttryck bestar av en eller flera termer separerade av enkla plus- eller minus-
tecken. En term bestar i sin tur av en eller flera faktorer separerade av enkla
multiplikations- eller divisions- tecken. En faktor &r ett tal, en wariabel eller ett
uttryck inom parenteser. Ett tal bestar av en eller flera siffror och far inledas med
ett minustecken. En variabel bestar av en eller flera bokstédver bland a—z.

Vi anvénde en sérskild formell notation, Backus—Naur-form (BNF), for detta:

expr ::= term (addop term)=*

term ::= factor (mulop factor)=*

factor ::= NUMBER | NAME | ’(’ expr ’)’
addop ::= ’+’ | ’=?

mulop ::= ’%’ | 7/’

Detta kallas for en grammatik och den bestar av produktioner. Varje produktion har ett vinsterled
som vi kallar syntazsymbol (eng. nonterminal symbol). Syntaxsymbolen dr ett namn. Eftersom
grammatiken ibland skall 6verséttas till ett program som kan analysera striangar skrivna enligt
grammatiken anvénder vi gdrna namn som duger som metodnamn i Java.

Hogerledet i en produktion paminner om reguljéira uttryck; vi anvinder samma operatorer, |,
* och sammanséttningsoperatorn (som inte syns). Vi anvénder parenteser fér gruppering. Det
som skiljer dr att man far anviénda syntaxsymboler i uttrycket och att symbolerna i alfabetet
omges av citationstecken for att skilja dem fran syntaxsymboler. Symbolerna i alfabetet kallas
for slutsymboler (eng. terminal symbols). NUMBER och NAME #r ocksa slutsymboler och beteck-
nar tal resp. variabelnamn. Normalt anvidnder reguljiara uttryck for att beskriva hur tal och
variabelnman skall skrivas.

I grammatiken ovan &r NV £ {expr, term, factor, addop,mulop} méngden av syntaxsymboler

och & 2 {+,—,*, /,NUMBER, NAME} slutsymboler.

Ibland gér man tvirt om och dekorerar syntaxsymbolerna i stéllet for slutsymbolerna.

<expr> ::= <term> (<addop> <term>)=*
<term> ::= <factor> (<mulop> <factor>)x*
<factor> ::= NUMBER | NAME | ( <expr> )
<addop> ::= + | -

<mulop> ::= * | /

Varje rad namnger en syntazsymbol och riknar upp bestandsdelarna. Syntaxsymbolen star till
vénster om ”::=" och bestandsdelarna till hoger. Det som star inom parentes och foljs av en
asterisk far upprepas noll eller flera ganger. Nér det finns alternativa bestandsdelar separeras
dessa av |-tecken som utléses eller. Det som omges av apostrofer star for sig sjélv. Vi ser alltsa att
en addop &r ett plus- eller minus-tecken och att ett expr bestar av en eller flera termer separerade

38



av plus- eller minus-tecken. Symbolen for alternativ binder svagast sa att ’>(°> expr ’)’ ar ett
av tre alternativ for factor.

Vi har nu en grammatik for aritmetisk uttryck och kan géra en hdrledning for att visa hur en
stréng kan konstrueras. En hérledning borjar med grammatikens startsymbol, som enligt konven-
tion brukar vara den symbol som finns i véansterledet i den forsta raden. I varje hirledningssteg
ersidtter man en syntaxsymbol med motsvarande hogerled. Hérledningen &r klar nir det inte
finns nagra syntaxsymboler kvar.

Foljande ar en hirledning av stréngen 1+x eller egentligen av NUMBER + NAME. Nér det inte kan
bli nagra missforstand i en hérledning utelimnar vi citationstecken kring slutsymbolerna .

expr = term addop term = factor addop term =
NUMBER addop term = NUMBER + term = NUMBER + factor = NUMBER + NAME

Vi utldser =som ’hérleder i ett steg’. Ett steg i en hérledning innebér att man ersétter en
syntaxsymbol med motsvarande hogerled fran nagon produktion.

Om vi vill sammanfatta en sadan hérledning i noll eller flera steg skriver vi

expr =" NUMBER + NAME

Definition. Lat G vara en grammatik med syntaxsymboler i N, slutsymboler i ¥,
produktioner som definierar =-och startsymbol S. Méngden av alla strdngar i 3* som
kan hérledas fran S kallas det sprak som genereras av grammatiken och betecknas

L(G).

LG) £ {wex | 5= w)

7.1 Harledningstrad

Foljande grammatik beskriver enkla aritmetiska uttryck med addition och multiplikation.

expr = expr'4+'expr
expr = expr'*expr
expr == INT

Harledning av INT + INT * INT tillsammans med ett trdd som visar hur produktionerna har
anvants. Man kan notera likheten med hérledningar i satslogiken.

expr =>

expr + expr => expr

expr + expr * expr => / \

INT + expr * expr => expr + expr

INT + INT * expr => | / 1\

INT + INT * INT INT expr * expr

I I
INT INT
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Med samma grammatik gar det att hirleda samma string pa ett annat vis. Hiarledningstridet
blir fundamentalt annorlunda.

expr =>

expr * expr => expr

expr + expr * expr => /| \

INT + expr * expr => expr ¥ expr
INT + INT * expr => / 1\ I
INT + INT * INT expr + expr INT

I I
INT INT

Om vi bygger en abstrakt representation som svarar mot det senare hirledningstridet sa blir
den inte den avsedda.

En grammatik ar tvetydig om det finns mer #n ett hirledningstrad for nagon string i spraket.

Om en grammatik dr tvetydig maste man forscka hitta en grammatik som inte &r det och som
genererar samma sprak. I det aktuella fallet vill man ha en grammatik som respekterar gingse
precedens for operatorerna.

Hur man konstruerar grammatiker som gor det ldtt att bygga rédtt abstrakt representation
studeras i kursen i Kompilatorteknik.

7.2 Inferensregler

Vi anviander samma begrepp, hérledning, i samband med grammatiker som vi gjorde i satslo-
giken. Egentligen dr de samma sak fast vi formulerar reglerna olika och ritar trdden upp och
ner.

I naturlig hérledning bevisar vi pastaenden. Lat Expr betyda méngden av alla striangar som gar
att harleda fran startsymbolen expr i grammatiken

expr = expr'+'expr
expr = expr'*'expr
expr = INT

Vi kan da formulera inferensregler som handlar om pastaenden av formen e € Expr med tolk-
ningen att stringe e tillhor spraket Expr.

e1 € FExpr eo € FExpr e1 € Expr es € Expr

e1+ ey € Expr e1 * eg € Expr INT € Expr

Den sista regeln ér lite speciell; den har inga férutsiattningar. Sidana regler brukar kallas aziom.
I det aktuella fallet vet man alltsa att INT € Expr.

En hérledning av INT 4+ INT « INT € FExpr ar

INT € Expr INT € Ezxpr
INT +INT € Expr INT € Expr
INT +INT xINT € Expr
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7.3 Syntaxanlys

Det dr enkelt att skriva en metod som avgdér om en strang innehéaller ett variabelnamn eller
en foljd av siffror och returnerar motsvarande Variable- eller Int-objekt. I kompilatortekniken
kallas detta for en lexikalanalysator. 1 java.io finns en klass, StreamTokenizer, som gor job-
bet. I foljande kodavsnitt skapas ett sadant objekt som kommer att ldsa fran en string via en
StringReader.

public class ExprParser extends StreamTokenizer {
private int token;
public ExprParser(String string) throws IOException {
super (new StringReader(string));
ordinaryChar(’-’);
ordinaryChar(’/’);
token = nextToken();

StreamTokenizer initieras s att minus- och divisionstecken behandlas som vanliga tecken.
De &r annars initierade for att passa analys av programsprak dér man har negativa tal och
kommentarer som inleds med ’/’. nextToken returnerar ett heltal som anger vad for slags
tecken den hittat.

I klassen finns metoder med samma namn som syntaxsymbolerna i grammatiken for uttryck.
Metoden expr skall analysera ett helt uttryck enligt grammatiken

expr ::= term (addop term)=*
Metoden term skall géra sammalunda med
term ::= factor (mulop factor)x*
och factor skall klara av
factor ::= number | name | ’(’ expr ’)’°
Vi borjar med factor. Om niista tecken (token) dr en vinsterparentes sa bygger vi ett helt ut-
tryck genom att anropa expr rekursivt. Om token anger att den hittat ett tal StreamTT_NUMBER

sa finns detta att hamta i attributet nval.

private Expr factor() throws IOException {

Expr e;
switch (token) {
case ’(°

token = nextToken();
e = expr();
token = nextToken();
return e;
case TT_NUMBER :
double x = nval;
token = nextToken();
return new Int((int) x);
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case TT_WORD :
String s = sval;
token = nextToken();
return new Variable(s);

Om token i stéillet markerar att den hitta ett StreamTT_WORD finns stréngen att hédmta i sval.

Metoden term skall analysera en eller flera faktorer med hjalp av factor.

private Expr term() throws IOException {
Expr result, factor;
result = factor();
while (token == ’%*’ || token == ’/’) {
int op = token;
token = nextToken();
factor = factor();
switch (op) {
case ’x’
result
break;
case ’/’
result
break;

new Mul(result, factor);

new Div(result, factor);

}

return result;

Slutligen skall expr ta hand om termerna. Detta &r helt analogt med metoden factor. Detta
lamnas som Gvning.

Slutligen definieras build som en synonym till expr.

public Expr build() throws IOException {
return expr();

}

8 Relationer

Operatorn < ér ett exempel pa en relation. Det géller t.ex. att 1 < 2 och 1 < 3. Om ett virde
inte dr relaterat till ett annat med avseende pa en relation skriver man ibland ett streck genom
relationssymbolen, 2 £ 1. Symbolen € i méngdldran &r ocksa en relation. Om m &r ett element
i méngden M skriver m € M och om sa inte &r fallet m ¢ M.

Relationer behéver naturligtvis inte handla om matematiska abstraktioner. Om Per och Erik ar
personer sa kan Per eventuellt vara en vén till Erik. Om man &r sociolog och sérskilt intresserar
sig for relationen ”ar van till” kan man introducera en symbol for relationen, Per ¢ Erik.

Om man ar Prolog-programmerare sétter man ett namn pa relationen och skriver friend(per,
erik) for att ange att Per &r vén till Erik. Ett enkelt sitt att beskriva vilka par av personer
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som har relationen friend &r att rdkna upp dem. I praktiken &r det vil omdjligt att gora det
for just denna relation och relationen &ndrar sig ocksa med tiden. Idén ligger dock till grund for
dem matematiska definition av begreppet relation.

Definition. En relation fran mingden A till midngden B &r en delméngd av pro-
duktméngden A x B. A

Om A £ {al,a2,a3} och B £ {b1,b2,b3} och relationen p = {(a2,bl), (a2,b2), (a3,b1)} s

kan vi illustrera relationen med figuren

A B

e

Vi ser att al inte dr relaterat till nagot element i B, a2 &r relaterat till tva element i B och a3
ar relaterat till ett element.

Vi kommer att anvinda symbolen p nér vi talar om en relation i allménhet och inte vill speci-
ficera vilken. Vi anvénder symbolen bade nér vi tdnker pa méngden av relaterade par och som
relationsoperator. Vilken anvindning det handlar om framgar i regel av sammanhanget. For
att vara tydliga anvénder vi ibland (p) for att markera att det dr méingdaspekten som avses.
Formellt sett definieras anvindningen av operatorn med hjélp av méngden:

Definition. zpy 2 (z,y) € p. A

Om S &dr en méngd studenter och C en méngd kurser sa kan vi definiera en relation fran S till C
som beskriver vilka studenter som laser vilka kurser med en tabell med tva kolonnner dér varje
rad innehaller en student och en kurs som studenten laser. Det dr pa detta sidtt man gor i en
relationsdatabas. Ordningen mellan raderna i tabellen &r inte signifikant och den matematiska
abstraktionen &r aterigen en méangd av par.

Vara exempel har handlat om relationer fran en méngd med tva operander. Sadana kallas bindra
relationer. Néar vi har en binér relation fran en méngd A till samma méngd sa sédger vi att det
ar en relation pa A.

Relationen < pa méngden Ny £ {0, 1,2} ges av {(0,1), (0,2), (1,2)} och illustreras med féljande
figur
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En relation som man sa gott som alltid definierar pa en méngd A &r likhetsrelationen, =.

(=) = {(z,2) |z € 4}

Om vill vara noggranna och indikera att likhetsrelationen hor till médngden A dekorerar vi
symbolen som i =4. =y, definieras alltsa som méngden {(0,0), (1,1),(2,2)}.

Aktivitet 1.
Nar vi skriver n € {0,2,4,...} sa &r € formodligen en relation fran N till en annan méngd.
Vilken?

Formellt dr relationen < méngden av alla par (z,y) sadana att x & mindre &n y. Vi kan inte
girna definiera < genom att anvénda <. Vi far gora pa foljande sétt:

(<) £ {(z,y) eNxN|TzeN.z+z2+1=y}

Eftersom relationer &r méngder kan vi anvinda de vanliga méngdoperationerna pa relationer.

Exempel. Ett enkelt séitt att definiera relationen < ar

Detta kan se kryptiskt ut for den oinvigde, men om man bara tittar pa symbolerna
sa ser det vettigt ut; om vi ldgger till (halva) likhetstecknet i < sa blir det <. ¢

8.1 Java-modell
En enkel Java-modell av en relation anvénder en lista av par for att representera relationen.

public class Relation<A, B> {
private List<Pair<A, B>> relation = new ArrayList<Pair<A, B>>();
public void add(A a, B b) {
set.add(new Pair<A, B>(a,b));
}
public boolean related(A a, B b) {
return relation.contains(new Pair<A, B>(a,b));
}
}

Klassen Pair foljer.

public class Pair<A, B> {
private A a;
private B b;
public boolean equals(Object object)
public int hashCode()

Beroende pa vilka operationer som skall implementeras for relationer kan andra representationer
vara ldmpliga.
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8.2 Operationer

Exempel. Om vi har en méngd av fyra personer {per, anna, erik, eva} och anna och

per é&r foréldrar till erik och eva sa kan detta beskrivas med relationen parent £
{(per, erik), (per, eva), (anna, eva), (anna, erik)}. ¢

For en given relation definierar vi domdnen (eng. domain) som méngden av alla forstakomponenter
och kodoménen (eng. codomain eller range) som méngden av alla andrakomponenter.

Definition. Lat p vara en relation fran A till B.

dom (p) = {z € A|Ty.(x,y) € p}
ran(p) = {y € B|3x.(z,y) € p}

Med parent = {(per,erik), (per,eva), (anna,eva), (anna, erik)} s ér

dom (parent) = {per, anna}

ran (parent) = {erik, eva}
Man definierar bilden av x under relationen p, x p, samt argumentet till y under p, py:

Definition. Lat p vara en relation fran A till B med x € A och y € B.

zp
Py

{ye B|(z,y) € p}
{z e Al (z,y) €p}

Il

Om parent-relation ovan betecknas med | sa har vi

anna |= {eva, erik}

| erik = {per, anna}

Aktivitet 2.

Finns det nagot enkelt uttryck som betecknar mingden av alla relationer fran A till B?

P(A x B)

Lat oss inkludera nagra barnbarn i familjen ovan

parent = {(per,erik), (per,eva), (anna,eva), (anna, erik), (eva,moa), (erik, sune)}.

Vi kan da ’sétta samman’ relationen parent med sig sjilv for att bilda relationen grandparent:
Om a &r fordlder till b och b &r fordlder till ¢ sa dr a mor/far-forélder till c¢. Jag skulle vilja
anvéinda operatorn o for sammansittning av relationer, men det #r upptagen for besliktad

45



operation (sid. 49). I denna text anvéinder symbolen ; som vi anvénder for att sétta samman
satser i ett programsprak.

grandparent 2 (1); (1)
grandparent blir méngden {(per,moa), (per, sune), (anna, moa), (anna, sune)}.

Generellt kan vi sidtta samman tva relationer om "méngen i mitten” dr gemensam. I figuren &r
den sammansatta relationen indikerad med streckade pilar.

I den sammansatta relationen finns tva par: {(b,h), (c,h)}.

Definition. Lat p; vara en relation fran A till B och py en relation fran B till C.
Sammansdttningen av p1 och pa &r

prip2 = {(z,2) €AxC|IyeB.(x,y) €p1 Ay, 2) € p2}

Exempel. Lat

Da ar
P15 P2 é {(0)2)7(172)}
O

Definition. Lat p vara en relation fran A till B. Inversen till p ar

pt = {(y,2) e Bx A (2,y) € p}

Exempel. Relationen > &r inversen till <. ¢

Definition. Lat p vara en relation fran A till B. Motsatsen till p ar

P AxXxB—p
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Exempel. Relationen > dr motsatsen till <. ¢

Definition. Lat p vara en relation pa A. Vi definierar p™ dér n € N med

PE =,
P E pi ", >0
Symbolen = i den forsta raden &r likhetsrelationen fér en aktuella méngden, = £
{(z,z) |z € A}. A
Definition. Det transitiva holjet till p ar
o0
x A i
= U»
i=0
JAN
Vi sdtter namn pa en del egenskaper som en relation pa en méngd kan ha.
Definition. Lat p vara en relation pa A.
p ar reflexiv om (z,x) € p for alla x € A
p ar symmetrisk om (z,y) € p — (y,z) € p for alla z,y € A
p ar transitiv om (z,y) € pA (y,2) € p = (z,2) € p for alla z,y,z € A
p ar antisymmetrisk om (z,y) € pA(y,z) € p »x =y forallaz,yec A
A
Flera av de relationer vi sett i detta kapitel ar reflexiva: =, <, C. Av dessa tre &r det bara =

som ocksa #r symmetrisk. Relationen 'vara syskon till’ (eng. sibling) dr en symmetrisk relation
som inte &r reflexiv; man &dr knappast syskon till sig sjélv.

=, <, C ar alla transitiva medan sibling inte dr det. =, <, C &r ocksa antisymmetriska.

Vi har tidigare noterat att relationen = normalt &r bade reflexiv, symmetrisk och transitiv.

Aktivitet 3.
Lat p vara en relation pa A. Kontrollera att foljande pastaenden ar korrekta:

p ar reflexiv precis da (=4) C (p)
p dr symmetrisk precis da (p~!) = (p)
(p)

p dr antisymmetrisk precis da (p) N (p~!) = (=4)

p ar transitiv precis da (p) ; (p)

47



8.3 Flerstilliga relationer

Man kan ocksa definiera relationer mellan tre eller flera méngder analogt. Ordet 'mellan’ kan vara
vilseledande eftersom ordningen mellan mangderna &r signifikant. En relation mellan méngderna
A, B och C ér alltsa en méngd trippler eller en delméngd av A x B x C. I en databas kan man
ha en relation dar varje trippel innehaller ett personnummer, ett namn och en adress.

Definition. En n-stillig relation mellan n mingder Aq,..., A, ar en delmingd av
den kartesiska produkten Ay x --- x A,. A

En 1-stillig relation kallas for en egenskap (property). even £ {0,2,4,...} &r en egenskap pa
N.

8.4 Funktioner

I kursen i endimensionell analys definieras funktioner genom att man ger funktionen ett namn,
talar om vad variabeln heter och anger ett uttryck som innehaller variabeln

Exempel.
flz) & x+1
sqr(y) = o7

x, omzx >0

S
Sy
%
&
II>
—

—x, omz <0

Detta séitt att definiera funktioner forutséitter att vi kan konstruera ett matematiskt uttryck
som ger funktionsvérdet for ett givet argument. Det &r inte lampligt att basera definitionen av
begreppet funktion pa detta sitt att beskriva funktioner.

I stéllet gor vi precis som med binéra relationer.

Lat oss borja med den logiska funktionen not som tar ett sanningsvirde som argument och
ldmnar det motsatta sanningsvirdet som vérde.

F, omb=T
not(b) = {T om b—F

Denna funktion representeras av {(F, T),(T,F)} och vi kan skriva not = {(F, T), (T, F)}.
Funktionen f ovan representeras av {(z,z +1) € R x R |z € R}.

Eftersom en funktion &#r en méngd av par sa dr det en binér relation, men alla binédra relationer
ar inte funktioner; det som sérskiljer funktionerna ar att tva olika par far inte ha samma forsta
komponent.

Definition. f &r en funktion fran A till B om och endast om

f C A x B och (al,bl), (al,bg) € f — (bl = b2)

A= B 2 {fCAxB]|(a1,b),(a1,b2) € f — (b1 = b2)}
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Den méngd som definierar funktionen kallas ocksa for funktionens graf.

Vi har tidigare definierat sammanséttning av relationer. Eftersom en funktion &r en relation sa
innebér det att vi redan har en opertion fér sammanséttning av funktioner. Emellertid brukar
man ange operanderna i omvind ordning néir man sétter samman funktioner. Den konventionella
symbolen &r o.

Definition. Om f € B — C och g € A — B sa definieras funktionen f o g med
(fog)(z) = flg(x)). s

Tydligen giller att fog=g; f.

8.5 Oandliga mangder

Kan man avgéra om tva dndliga médngder har samma kardinalitet utan att rikna elementen?
Jo, det finns enklare séitt som dessutom gar att anvinda nér vi skall definiera kardinalitet for
oédndliga méangder. Vi séiger att tva méngder har samma kardinalitet om det gar att para ihop
varje element i en ena méngden med ett element i den andra méngden s& att varje element finns
i exakt ett par.

Man brukar anvinda begreppet bijektion for att beskriva en sadan hopparning.

Definition. En funktion f € A — B &r en bijektion om varje element i A finns som
forstakomponent i exakt ett par och varje element i B férekommer som andrakom-
ponent i exakt ett par f. A

Att f dr en bijektion betyder att f avbildar A pa hela B och att f har en invers som avbildar
B pa hela A.

Nu kan vi definiera vad som menas med att tva méngder har samma kardinalitet.

Definition. Mangderna A och B har samma kardinalitet om det finns en bijektion
feA— B. A

Exempel. Lat C vara mingden av all syntaktiskt korrekta Java-klasser. Vi skall
visa att C' har samma kardinalitet som N. C &r ett sprak och en av de kortaste
stringarna i spraket dr class A{}. Vi kan ordna strangarna efter hur langa de &ar
med de kortaste forst. Strédngar som &ar lika langa ordnas lexikografiskt som i en
ordlista. Detta gor att vi kan numrera elementen i C' med talen 0,1,... och vi har
en bijektion fran N till C. §



En méngd som har samma kardinalitet som en delméngd till N ségs vara uppriknelig. Eftersom
N ar en delméngd till sig sjilv sa innebéar detta att en uppriknelig méangd kan vara #ndlig eller
odndlig.

Det &r ldtt se att N och méngden av de jaimna naturliga, {2n|n € N}, talen har samma kardina-
litet. Funktionen f(n) £ 2n dren bijektion. Det kan tyckas férvanande att en dkta delmangd
av en mangd kan ha samma kardinalitet som méngden sjélv, men oéndliga méngder har en
del oviantade egenskaper. Just denna anvénds i sjélva verket for att definiera begreppet odndlig
méngd.

Definition. En méngd A &r odndlig om det finns en dkta delméngd B C A sa att
|A| = |B]. A

Om A &r en dndlig méngd sa #r |A| ett vanligt naturligt tal. Om A &r odndlig sa skulle man
kunna tro att kardinaliteten dr oco. Vi skall snart se att det finns odndliga méngder med olika
kardinalitet, sa det finns tydligen flera olika ”oédndligheter”.

Exempel. Vi skall visa att méngden av de reella talen i intervallet [0,1) inte har
samma kardinalitet som N. Vi anvinder decimalbraksutvecklingar for att represente-
ra talen. Manga tal som har odndliga decimalbraksutvecklingar, t ex 1/3, 7 och e. Det
finns en liten komplikation med de tal som har dndliga utvecklingar; sadana tal (ut-
om talet 0) har tva decimalbrakstvecklingar. Till exempel sa representerar 0.4999. ..
och 0.5 samma tal. Vi véljer att inte anvinda den representation dér utvecklingen
slutar med odndligt manga nior, men fylla pa med nollor.

Antag nu att det finns en bijektion, f, fran N till mdngden av sadana utvecklingar.

f(0) = 0.doodo1do2dos - - -
f(1) = 0.d1od11d12d13 . . .
f(2) = 0.d20d21d22d23 ce
f(3) = 0.d3od31d32d33 . . .
Varje d;; ér en av siffrorna 0 till 9. Vi konstruerar nu ett tal 0.dpd1dz . .., dér

d: é 0 Omdl‘l‘#o
’ 1 Omdiizo

Detta dr ett tal i samma intervall. Vi konstaterar att detta tal inte finns med i
upprikningen eftersom atminstone en siffra skiljer det fran varje tal i uppriakningen.
Detta motséger antagandet att f &r en bijektion. Vi drar salunda slutsatsen att det
inte finns nagon bijektion. ¢

Definition. Om A har samma kardinalitet som en delméngd av B skriver vi |A| <
|B|. Om |A| < |B| och A och B inte har samma kardinalitet sa skriver |A| < |B|. A

Vi har salunda visat att |[N| < |R|.

Man kan visa att om |A| < |B| och |B| < |A| sa dr |A| = |B|. Beviset ar dock lite for langt for
att vi skall ta med det hér. Man kan ocksa visa att for tva godtyckliga méngder sa géller precis
en av |[A| < |B|, |A| = |B| och |B| < |A].
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8.6 Lambda-notation

1 sa kallade funktionella programsprak ar alla program funktioner och dessa kan funktioner bade
som parametrar och resultat. Det finns inga variabler och satser.

Det forsta spraket av denna typ var Lisp som konstruerades i slutet av 1950-talet. Lisp &r inte
rent funktionellt eftersom det ocksa innehéaller variabler och mojlighet att ge dem vérden.

Haskell dr ett av de moderna funktionella programspraken. Det har ett rikt typsystem, forméaga
att beridkna typen for (néistan) alla uttryck utan att programmeraren behover gora nagra typde-
klarationer. Spraket har ocksa lat evaluering. Det betyder att ett uttrycks vérde inte berdknas
forran det behovs vilket tillater att man till exempel kan programmera med odndliga listor sa
linge man inte anvinder sa stor del av dem att de inte ryms i minnet.

Om man vill definiera funktionen suc(x) £ 2+ 1 i Haskell skriver man
suc(x) = x+1 eller bara suc x = x+1

Haskellsystemet réknar ut typen for suc och anger den som Integer -> Integer. Typen
Integer &r fordefinierad och kan anvindas fér godtyckligt stora heltal.

Man beréknar suc(3) med
suc 3 och far resultatet med dess typ 4 :: Integer

Man kan definiera samma funktion med sa kallad lambda-notation.
suc = \x -> x+1 eller anvinda den utan att ge den ett namn (\x -> x+1) 3

med samma resultat som tidigare.

Nér man inte &dr begrédnsad av vilka tecken som finns pa tangentbordet anvéinder man den
grekiska bokstaven A i stéllet for \ och brukar ersétta pilen med en punkt

.z +1
Man kan definiera funktioner av flera variabler
Ax. Ay +y eller i Haskell plus = \x -> \y -> x+y

och anvénda dem
M. Ay.z+y)13 resp. plus 1 3 som bada ger resultatet 4.

Bade i Haskell och med lambda-notation behtver man inte ge en funktion av flera variabler alla
sina argument.

(M. Ay.z+y)l=(A\y.1+y) eller i Haskell suc = (\x -> \y > x+y) 1

I bada fallen dr resultatet en funktion av en variabel som adderar 1 till sitt argument.
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9 Problem

Hur manga olika program finns det? Svaret &dr odndligt manga, atminstone om vi inte sétter
nagon gréans for hur langa de far vara. Det finns dock mer att sdga om detta.

Gar det att skriva en metod for varje funktion fran N till N7 I Java far man problem nér
talen blir sa stora att de inte ryms i en long, men det ga att hantera genom att representera
tal med java.math.BigInteger eller med vektorer med tillrickligt ménga long-element. Vi
bortser i fortsdttningen fran sddana praktiska problem och antar att det finns en datatyp som
kan anvéndas for hur stora naturliga tal som helst med aritmetiska operationer pa den. Det
finns programsprak dér man kan rikna med sa stora helttal som det tillgdnglig minnet tillater.
Haskell 4r ett sadant sprak.

Vi skall visa, att &ven om vi bortser fran att dagens datorer inte kan utrustas med hur mycket
minne som helst sa finns det funktioner i N — N som inte gar att implementera. Vi kommer
att gora det genom att jamfora kardinaliteterna fér méngden P av alla program som berdknar
sadana funktioner och N — N.

Vi skall forst konstatera att méngden P &r uppriknelig.

Definition. En méngd M &r uppriknelig om det finns en funktion f € N - M
sadan att ran (f) = M. A

Det innebér ingen inskrankning att féreskriva att funktionen skall vara 1-till-1, dvs om f(n;) =
f(ng) sar ar n; = no.

Méngden N sjilv dr uppenbarligen uppriknelig. Funktionen f(n) S uppfyller kravet i
definitionen.

Aktivitet 1.
Visa att méngden av de hela talen, Z, &r uppréiknelig genom att konstruera en funktioni N — Z
som har hela Z som kodomén.

Ater till méingden P. Vi visar att den #r uppriiknelig genom att beskriva hur man kan ”rikna upp
elementen” vilket innebér samma sak som att beskriva funktionen f i definitionen av upprdknelig.
Vi rdknar upp metoderna i ordning efter hur manga tecken de bestar av. Bland de kortaste
metoderna kommer vi att hitta den som beréiknar funktionen g(z) £ 0.

Det kommer att finnas flera metoder i uppriakningen som ér lika langa. Da anvinder vi ” bokstavs-
ordning” for att gbra upprikningen entydigt bestdmd. Nér metoderna blir mer komplicerade med
while-satser och rekursion kan det vara svart att avgora om exekveringen av metoden kommer
att terminera for alla virden pa parametern. Vi aterkommer till denna ” praktiska” svarighet.

Nu till fragan om upprikningen kommer att innehalla alla funktioner i N — N7 Det gor den
inte! Vi kan ndmligen konstruera foljande funktion med hjélp av upprikningen.

Lat f;(x) vara den funktion som berdknas av metod nummer ¢ i upprikningen. Definiera

g(x) 2 fo(z)+1

Detta &ar uppenbarligen en funktion i N — N. Ingen av metoderna i upprikningen kommer att
berdkna g eftersom metod nummer ¢ ger fel viirde atminstone om argumentet &r i.

Slutsatsen blir att det finns funktioner som inte gar att implementera.
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Vi kan anvinda samma sorts resonemang for att visa att mangden N — N inte adr uppriknelig.
Vi antar motsatsen, dvs att det finns en upprikning,

fo(n), fi(n), fa(n), ...

Funktionen g(n) £ fn(n)+1 tillhér N — N men saknas i upprékningen. Detta dr en motséigelse
och vi konstaterar att det inte finns nadgon sadan uppriakning.

Denna bevisteknik brukar kallas Cantors diagonalbevis; man &ndrar pa nagot i ”diagonalele-
mentet” i upprakningen. Man kan anvédnda den for att visa att R inte &r uppréiknelig.

9.1 Haltproblemet

Att det finns funktioner som inte gar att implementera gor inget om de ser ut som exemplet i
foregaende avsnitt. Finns det da funktioner som man skulle vilja implementera, men dér det &r
omdjligt? Ja, det gor det.

Den viktigaste egenskapen som ett program skall ha &r att det &r korrekt, dvs att det gor det
som Ar avsett. For ett program som skall berdkna nagot ar viktigt att programmet till att borja
med terminerar. Det &r inte alltid enkelt att se. Tag till exempel foljande program.

public int f(int x) {
int count = O;
while (x>1) {
count++;
if (x%2==0) {
x = x/2;
} else {
X = 3%x+1;
}
}
return count;

3

Kommer det att terminera for alla virden pa x?

Svaret dr att ingen vet. Det &r mojligt att nagon kommer att bevisa att sa dr fallet. Det &r ocksa
mojligt att nagon hittar ett x dir metoden inte terminerar och kan visa detta. I bada fallen
kommer resultatet att orsaka stor uppmérksamhet bland matematiker.

Detta indikerar att man kanske inte kan skriva ett program som analyserar en metod och avgdr
om den kommer att terminera for givna varden pa parametrarna. Redan pa den foérsta évningen
i kursen gjorde vi en objektorienterad modell av program i ett programsprak. Spraket innehdll
inte metoder och metodanrop, men det &r inte sdrskilt svart att utvidga modellen sa att den
klarar detta ocksa. Antag alltsa att vi har klasser som modellerar metoder och metodanrop:

public class Method {
private String name;
private List<Parameter> parameters;
private Type returnType;
private Statement body;
\\ omissions
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och

public class Call {
private String name;
private List<Expr> arguments;
\\ omissions

3

Antag att vi kan implementera en metod som avgér om ett metodanrop terminerar for givna
virden pa parametrarna. Da kan vi ocksa implementera specialfallet dir metodanropet bara har
en strangparameter.

public boolean terminates(Method method, String data)
Lat Method method vara representationen av foljande program.

public void loop(Method method) {
if (terminates(method, method.toString())
while(true) {};
}
}

Vi stéller nu fragan: 'Kommer loop(method) att terminera?’.

Om sa ar fallet kommer terminates(method, method.toString()) att returnera true och
anropet gar in i en loop som inte terminerar; en motségelse.

Lika illa blir det om sa inte &r fallet fér da kommer anropet att terminera genast.
Motséigelserna gor att det maste vara fel pa antagandet om att terminates gar att implementera.

Den fraga vi forsokt besvara brukar pa engelska kallas for *the halt problem’. P& svenska borde
man siga ’termineringsproblemet’. De som kénner till problemet kommer att forstd vad man
menar men skulle sjdlva kanske sidga ’haltproblemet’ eller ’stopproblemet’.

Om man #ndrar fragan till ’'Kommer metoden m att terminera pa en dator med 4 Gb minne?’
s& blir problemet i teoretisk mening avgérbart. Genom att underséka om innehallet i datorns
minne och alla register blir detsamma tva ganger sa kommer metoden m inte att terminera. Om
vi skall halla reda pa alla tillstand som ett minne pa 4 Gb kan ha behdvs en harddisk som kan

59
lagra 22"*" bitar. Ett sidant minne kommer knappast att kunna konstrueras. Talet &r mycket
storre &n antalet elementarpartiklar i det universum som vi nu kénner till.

9.2 Ohanterliga problem

Vi har nu sett att det finns program som vore utomordentligt bra att ha som &r omdjliga att
skriva. Vi skall i detta avsnitt visa problem som ocksa &r angeldgna att 16sa med dator, men dér
det sannolikt inte dr mojligt att gora det. Att man inte riktigt vet &r att av datavetenskapens
stora olosta fragestéllningar.

Exempel. Antag att man vill planera resrutten for en handelsresande som skall
besoka 30 foretag sa att resviagen blir sa kort som mdgjligt. Som indata till problemet
behover man avstanden mellan alla par av foretag, dvs en matris
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int distance[][] = new int[30][30];

Det enklaste sdttet att 16sa problemet &r att testa alla mojliga rutter och vélja den
som &r kortast. Antalet rutter dr 30! = 265252859812191058636308480000000. Sa
dven om man kan testa en rutt pa en nanosekund sd kommer det att ta 8411113
miljarder ar. Datorn kommer sikert att sluta fungera langt tidigare. ¢

Ett annat problem som snabbt blir ohanterligt nér storleken véixer handlar om satslogik. Fragan
ar helt enkelt huruvida ett givet satslogiskt uttryck dr sant for nagon uppsittning av virden
pa variablerna. Ett enkelt sdtt att ta reda pa svaret dr testa alla uppséttningar. En enkel
modifikation av testAll i den forsta laborationen kan gora detta. Haken &r bara att om antalet
variabler dr 40 stycken sa ricker inte all tid i virlden till f6r att testa alla kombinationer. Idag
kénner man inte till ndgon metod for att besvara fragan som ar vasentligt effektivare.

Manga kombinatoriska problem har samma karaktér; det kan gélla schemalidggning, packnings-
problem, ”farglaggning” av grafer, etc. Ett annat exempel &r foljande.

Exempel. Givet en méingd av hela tal. Finns det nagon icketom delméngd sa att
summan av alla element &r 0.

For méangden {—7,—3,—2,5,8} &r svaret ja. ¢

Det finns naturligtvis ocksa kombinatoriska problem som &r hanterliga dven de véxer. Ett sadant
ar att bestdmma kortaste vigen mellan tva orter givet en tabell med langden av alla vigar som
forbinder tva orter utan att passera nagon annan ort.

9.3 P och NP

Ett problem kallas for ett beslutsproblem (eng. decision problem) om lésningen eller svaret, givet
indata, dr ’ja’ eller 'nej’. Exemplet med summan av elementen i en delméngd i foregaende avsnitt
ar typiskt.

Exemplet med handelsresanden ér inte ett beslutsproblem utan ett optimeringsproblem. Foéljande
variant av problemet ar ett beslutsproblem. ’Finns det en rutt som &r kortare &n 300 km?’

En del beslutsproblem &r lédtta eller hanterliga medan andra #r ohanterliga. Man har definie-
rat nagra problemklasser for att karaktérisera svarigheten hos olika beslutsproblem. I det hér
sammanhanget betyder 'klass’ precis samma sak som 'méngd’. Klassen P omfattar alla besluts-
problem som l6sas pa polynomtid. For att definiera detta begrepp maste man vara éverens om
hur man skall méta storleken pa indata till ett problem och vilken dator som man anvénder.
Med tanke pa den utveckling pa datorsidan som varit sedan de forsta elektroniska datorerna
konstruerades for mer &n 60 ar sedan vill man inte knyta definitionen till vad dagens datorer
kan. Man anvénder i stéllet en matematisk modell av en primitiv dator, en Turingmaskin. Man
konstruerar en ny Turingmaskin for varje ”program” man vill exekvera. Kvalitativt innebér
detta inget om vi anvinder en modern dator. De problem som kan l6sas pa polynomtid med
moderna datorer dr precis de som kan losas pa polynomtid med en Turingmaskin. Polynomen
kommer naturligtvis att vara olika, bade betraffande gradtal och koefficienter.

Storleken pa indata méts med ldngden av den string som behovs for att representera informa-
tionen. For summationsproblemet i exemplet &r det alltsé langden av strangen {-7,-3,-2,5,8%}
som géller. Det ar inte visentligt exakt hur man representerar t ex tal sa ldnge alternativen ar
”polynomiskt relaterade”. Om anvénder binér representation sa blir stringarna ca 3 ganger sa
langa och relationen kan beskrivas med ett polynom av grad 1. Daremot &r det inte tillatet att
representera talet n med n stycken ettor. Da blir relationen mellan lingderna exponentiell.
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Definition. Ett beslutsproblem tillhér P om det finns ett polynom p(n) sadant att
en Turingmaskin kan 16sa problemet for givna indata pa en tid som &r mindre &n
p(n) dir n &r lingden pa indata. VAN

Problemet att bestdmma kortaste vigen mellan tva orter tillhor P. Idag vet man inte om be-
slutsproblemet for hadelsresanden gor det.

Nista problemklass kallas for NP som star for 'nondeterministic polynomial’, ”ickedeterminstiskt
polynomiellt”. Vi skall forklara vad ’ickedeterminstisk’ betyder i sammanhanget i ett féljande
avsnitt.

Att ett beslutsproblem tillhér NP betyder ungefiar att om svaret pa fragan i problemet ar ’ja’ sa
gar det att kontrollera svaret pa polynomtid med hjalp av ett vittne. Ett vittne i summationspro-
blemet &r en delméngd med summan 0 och ett vittne i handelsresandeproblemet &r en rutt som
underskrider den angivna griansen. Alternativt kan man siga att det gar att l6sa beslutsproblem
pa exponentiell tid.

Av definitionerna foljer att
P C NP

Idag vet man inte om det finns element i NP som inte tillhér P, dvs man vet inte om P = NP
eller P # NP. Det ar fa som tror att det d4r samma méngd, men ingen har lyckats visa det ena
eller det andra. Om det funnes ett Nobelpris i matematik skulle en sadan bedrift sikert belonas.

Det finns en stor méngd av intressanta problem i NP som tillhor de ”svaraste” i NP. Om man
lyckas visa att ett av dessa problem i sjilva verket tillhor P sa betyder det att alla problemen
i NP kan losas pa polynomtid, dvs P = NP. Denna klass av svaraste problem i NP kallas for
NP-kompletta, (eng. NPC, NP complete). De tre exempel pa problem i NP som vi diskuterat
ingar alla i NPC.

9.4 Turingmaskiner

En Turingmaskin dr en matematisk modell av mycket primitiv dator. Den bestar av en till-
standsmaskin som kan ldsa och skriva symboler pa ett "band”. Bandet #r Turingmaskinens
”primérminne” . TillstAndsmaskinen dr Turingmaskinens ” program”. Genom att byta tillstandsmaskin
kan man berikna olika saker.

Det som gor modellen viktig ar att allt som gar att berikna med en riktig dator ocksa gar att
beridkna med en Turingmaskin. Turingmaskinen &r i ett avseende mer kapabel &n en verklig dator.
Turingmaskinens band &r obegrénsat &ven om varje terminerande berdkning bara utnyttjar en
begrinsad del av bandet. Detta kompenseras i viss man av att man kan komplettera en riktig med
mer minne om det behovs sa ldnge tillverkarna av harddiskar och andra minnen kan producera.

Turingmaskinen &r inte lika effektiv som en verklig dator, men exekveringstiderna ér polynomiskt
relaterade. Om en verklig dator kan 16sa ett problem pa polynomtid sa kan en Turingmaskin
ocksa gora det.

Bandet anvinds for att ge indata till en berikning, vara minne under berikningen och att
presentera resultatet. Indata och resultat anges som striangar pa ett alfabet, X, som beror pa
vad som skall berdknas. De symboler som kan finnas pa bandet &r ¥ plus tva speciella symboler,
en blanksymbol, ,, och en symbol ’$’ som anvinds som "markor”. Vi kallar detta for bandalfabetet,
Y 22U {u,$}. Vid varje tillstandsovergang utfores ocksa en bandoperation. Maskinen har
ett 1ds/skrivhuvud som alltid finns vid en symbol pa bandet. De mdjliga operationerna &r att

skriva en symbol ur X pa bandet, att flytta huvudet ett steg at vinster eller ett steg at hoger.
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Vi anviander symbolerna i Y; tillsammans med L och R for att beteckna dessa operationer,
¥n = ¥ U{L,R}. Vi forutsitter att ,, $,L och R inte ingar i X.

Tillstandsmaskinen har en #ndlig méngd tillstand @ £ {90,q1,--.,qn}. I méngden ingar alltid
ett starttillstand och ett sluttillstand. Vi anvinder gérna s som namn pa starttillstandet och h
som namn pa sluttillstandet.

Det finns ocksa en 6vergangsfunktion 7' som for varje tillstand i @ och for varje symbol i ¥; ger
ett nytt tillstand och bandatgéird. Overgangsfunktionen

Te(@xZ) = (QxXp)

Turingmaskinens konfiguration beskrivs av tillstandet ¢ € @ och bandinnehallet och huvudets
position. Innehallet och positionen kan beskrivas med en trippel («a, o, ) dir a € X &r den
stréng som finns till véinster om huvudet, o € ¥; &r symbolen vid huvudet och g € ¥} &r den
string av symboler som finns till hoger om huvudet, till och med den sista symbol som inte ar
blank. Alternativ kan vi skriva ag 3, dar vi markerat symbolen vid huvudet med understrykning.

En exekvering av med en Turingmaskin dr en sekvens av konfigurationer. Vi ateranvander sym-
bolen = och later den betyda ’ger efter ett steg’. Om exekveringen kommer till sluttillstandet
h terminerar den.

Exempel. En enkel Turingmaskin, F for erase, gor alla symboler till |, fran lishuvudets
position och fram till forsta blanka symbol. Vi antar att X £ {0,1}. Lat @ £
{s,q1,h} och T given av

q |o|T(go0)
s | $ ] (q1,R)
q1 | 0| (g2,u)
a |1 (QQ7 u)
¢ |u | (q1,R)
q1 | u (h7l_l)

Om startkonfigurationen &r (s,$01) sa far vi f6ljande exekvering

(87501) = (QI,$91) = (8? $E1) = (QI7$I_Il) = (87$ng) = (QI7$uug) = (h7 $LILIQ)

Aktivitet 2.
Konstruera en Turingmaskin som kan fortsdtta diar den vi just konstruerat slutade och
atervinda till symbolen $.

Det &r inte sérskilt svart att fortsitta pa den inslagna végen och konstruera en Turingmaskin
som kan addera tva naturliga tal givna i basen 1, dvs en skall kunna utfora exekveringen

(s,$111,11) =* (h,$11111)

Med storre anstrangning och lite hjalp gar det att konstruera en Turingmaskin som kan addera
tal givna i basen 2. Nir man forstatt hur detta gar till & man néstan 6vertygad om att alla
berékningar som kan goras med en verklig dator &ven kan utforas av en Turingmaskin, om &n
mycket mer omsténdligt.

Nu kan vi definiera klassen P.
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Definition. P &r méngden av alla beslutsproblem som kan 16sas med Turingmaskiner
pa polynomtid. Det skall alltsa finnas en exekvering

(s,8a) =7 (h,8Y) eller (s,$a) = (h,$N)

dér « dr indata till problemet, och antalet exekveringssteg &r begrédnsat av ett poly-
nom i || som far bero pa problemet men inte pa indata.

A

9.5 Ickedeterministiska Turingmaskiner

I en ickedeterministisk Turingmaskin anvinder man en Overgangsrelation i stéllet for en over-
gangsfunktion, dvs

Te QX))+ (QxXp)

For en given konfiguration kan alltsd maskinen ibland vilja mellan flera olika exekveringsalter-
nativ. Man séger att ett beslutsproblem tillhoér NP om det finns en Turingmaskin som har nagon
exekvering som pa polynomtid ldmnar resultatet Y om svaret pa beslutsproblemet &ér ’ja’. Om
svaret ar 'nej’ behover exekveringen inte ens terminera.

Intuitivt betyder detta att den ickedeterministiska Turingmaskinen pa nagot magiskt sitt kan
vélja rétt alternativ i varje ldage eller gora alla berdkningar parallellt.

Idag finns inga verkliga datorer som har den formégan, men det pagar forskning kring sa kallade
kvantdatorer som mojligen har formagan att utféra obegransat manga berdkningar parallellt. 1
en kvantdator bestar minnet inte av vanliga bitar utan av qubits. En qubit har antingen vérdet 0
eller 1 men man vet inte vilket férrén man vill observera vérdet. Hypotesen &r att man kan gora
berdkningar med qubits utan att ”observera” virdena och man bara observerar slutresultatet Y
eller N.

Det pastas att man lyckats utféra berdkningar med hjilp av nagra fa quibits. Sjélv ar jag skeptisk
till mojligheten att bygga kvantdatorer. Om jag vore mer forsiktigt lagd skulle jag sidga att det
ar sa svart att var generation knappast kommer att kunna képa en kvantdator pa MediaMarkt.
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