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Boolesk algebra

Lite férenklat kan man sdga att Boolesk algebra ar
rakneregler konstruerade for att kunna rakna med
logiska uttryck.

Praktiska applikationer for er som
datateknikstudenter inom

« programmering — formulera och
arbeta med villkor (EDAO16,...)
« digitalteknik — grunden for

konstruktion av digitala system
(EITO20,...) George Boole (1815-1864)
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Logik

Konsten att, och vetenskapen om, att resonera och
dra slutsatser.

» Vad behodvs for att man ska kunna dra en slutsats?
 Hur kan man dra slutsatser ur givna villkor?

 Hur kan villkor formuleras och hur relaterar de sig till
varandra?

| den matematiska logiken studerar man logik med
matematiska verktyg — stalla upp villkor, bevisa
samband, dra slutsatser — allt med ett formellt sprak.
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Logiska operationer

Operationer

| den Booleska algebran har man tre grundlaggande
operationer: “och”, “eller” och “icke".

Med dessas hjadlp satter vi samman pdstdenden till
mera komplexa pastaende.

Exempel:

“Jag tar ett paraply med mig pa morgonen OM, OCH
ENDAST OM, det regnar ELLER prognosen spar regn
OCH om jag INTE tar bilen.”
Vanligt sprak ar dock ofta inte entydigt, sa vi
behover ett mer formellt uttryckssatt.

Tar jag paraply om det regnar och jag tar bilen?
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Notation for Booleska operationer

| den Booleska algebran anvander vi féljande
notation for de tre grundldggande operationerna:

OCH: A
ELLER: v
ICKE: =

Vi kan skriva villkoret for att jag tar med paraply som
(—(tar bilen)) A ((prognosen spar regn) Vv (det regnar))

Anvandandet av parenteser ger entydighet.
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Paraplyexemplet med variabler

Vi bérjar med att definiera vara variabler:
r : det regnar

s : vaderprognosen spar regn

b : jag tar bilen

p : jag tar med ett paraply pa morgonen

Vi kan nu skriva vart pastdende om paraplyet som:

p=(b)A(svr)
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Variabler

Som i vanlig algebra har man variabler, men dessa kan
har bara anta vardena O eller 1 — falskt respektive sant.

En Boolesk variabel, eller pastaende, kan motsvara olika
saker som kan vara sanna eller falska:

 Pastdenden, som t.ex. “det regnar”.

* Logiska uttryck i Java som x==1, y>z.

. etc...

Praktiskt att definiera pastaenden/uttryck i variabler:
r: det regnar
p:x==1
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Operationernas prioritet

Precis som i vanlig matematik har operationerna en
inbodrdes prioritet. Denna ar:

1. ICKE, = (hogst prioritet)
2. OCH, A
3. ELLER, v (lagst prioritet)

Nu kan vi ytterligare férenkla vart paraplyuttryck:

p==-bA(Vr)
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Grundlaggande rakneregler

ELLER ICKE
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Férenkling av uttryck mha raknereglerna \>

Med hjalp av réknereglerna kan vi skriva om och férenkla
uttryck.

Exempel, férenkla uttrycket p v g A p:
pvagAp=T1ApvVQgAp (identitetsregeln)
TAapvgAap=(1TAp v (QAp) (tydligare...)
(TAp)vi@ap)=(p AT)v(pAQqg) (kommutativa lagen)
AT)voAang =pA(1vaq) (distributiva lagen)
p A (1vQq)=p A1 (ett och nollagen)
p A 1 =p (identitetsregeln)

Precis som i den vanliga matematiken kravs en aning kreativt
tankande och fantasi for att hitta ratt rakneregler.

Identitet Kommutativa lagen
xv0=x XVY=YyVX

XA T =X XAY=YAX

Ett och nollagen Associativa lagen

Xxv1=1 Xv(yvz)=(xvy vz
xA0=0 XAYAZD=(XAY)AZ
Inverslagen Distributiva lagen

XA=-Xx=0 XA(YVZ)=(XAy) V(XAZ)
XV =ax=1 XV AZD=(XxVvy A(XV2)

Datorer i system

De Morgans lagar

De Morgans lagar styr negering av uttryck.

“FOr att negera ett Boolesk uttryck byter man ut OCH mot
ELLER (eller vice versa) samt negerar varje enskild term.”

De Morgans lagar
—|(X\/y)=—|X/\—|y
—|(X/\y)=—|XV—|y
Galler fér godtyckligt antal termer:

-(avb..vx)==aAa-b...AX
“(@aAanb...AX)==av-b...v-x

Augustus de Morgan (1806-1871)
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De Morgan och paraplyet
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De Morgan och mixade uttryck

Betrakta pastaendet att vi INTE tar ett paraply med oss pa
morgonen (-p):

Sp==(-b AV
Tilldampa De Morgans lagar:

—-p ==(=b) vV =5 V)
Tillampa De Morgans lagar en gang till...

=p ==(=b) V =S A -r
...och férenkla uttrycket:

“p=bV-SA-r

“Jag ldmnar paraplyet hemma om jag antingen kér bil, eller om
det bade ar uppehalisvider och vdderprognosen &r god.”
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Bevis med hjalp av sanningstabeller

Sanningstabeller kan anvandas for att bevisa att tva
Booleska uttryck ar lika.

Exempel: Visaattx A (y vz)=(xAy) v (x A 2)!

X Yy z|xalyvz X Yy Z[(XAY)V(XAZ)
000 0 000 0

00 1 0 00 1 0
010 0 010 0

01 1 0 01 1 0
100 0 100 0

10 1 1 10 1 1
110 1 110 1

11 1 1 11 1 1

Uttryck med mixade A och v maste goras i flera steg.
Exempel: Vad ar =(x Ay V 2)?

Vi infor parenteser for att gora uttrycket tydligare:
“(xAyvVZ)=-(xAy) V2
De Morgans lag:
(X AY) VZ)==(x Ay) Az
De Morgans lag:
(X AY)ATZ= (X VAy) Az
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Fran sanningstabell till Booleskt uttryck

Vi kan formulera Booleska uttryck utgaende fran en
sanningstabell.

Algoritm:
¢ Ga igenom varje rad i tabellen dar funktionen har vardet 1.

e For varje rad: Skriv ett OCH-uttryck som ger vardet 1 med
de aktuella vardena pa de ingaende variablerna (negera
variabler som har vardet noll).

e Satt ihop alla OCH-uttryck med ELLER-operationer.

 Forenkla eventuellt det resulterande uttrycket.
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Fran sanningstabell till Booleskt uttryck |3\ 2.7 Boolesk algebra och villkor i Java
Exempel: X S| f Boolesk algebra kan anvéandas for att forenkla eller skriva
Skriv en Boolesk funktion o_)(lﬁT om villkor i Java, t.ex. i if-satser.
for f i tabellen till hoger. 00 1] 0 Exempel:
0O 1 0| 1 XAYAZ if (minvalue==i || (minvalue==x && minvalue==i)) { ..
01 1|0 Pastdenden:
1 8 (1) g) XATYATZ p:minvalue==i
11 0] 1 xaya-z g :minvalue==x
1111 0 Forenkla det motsvarande Booleska uttrycket p v g A p!
Vi kdnner igen detta fran tidigare: p v g A p = p!
Fo(-XAYA-Z)VEAYA-ZVKAYA-2) Alltsa kan if-satsen skrivas:
if (minvalue==i) { ..
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George Boole och —paraplyet

George Boole (1815-1864)
p= _|b A (5 vV r) Professor i Matematik,

Queens College, Cork, Irland




